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INTRODÜCCION
El tema sobre el que trata nuestro trabajo es la equivalencia 
en los lenguajes topologicos formales. Estos fueron introducidos a 
mediados de la década de los anos setenta y con ellos se produjo, en 
realidad, el nacimiento de la Teorîa de Modelos Topologicos, cuya 
nalidad se centra en el estudio de las estructuras topologicas median 
te dichos lenguajes. Una estructura topolôgica es un par (A,a), don 
de A es una estructura algebraica y O es una topologîa sobre A.
A partir de se introduce el lenguaje topologico de primer o r ­
den Gl cual'se permite, dicho de manera intuitive, la
cuantificaciôn sobre entornos suficientemente pequenos de un punto.
De manera analoga, se introducen los lenguajes topologicos infinita^ 
rios (L^ y Cualquier sentencia (|) de un lenguaje
topologico es invariante respecte a bases. Esto es, para cualquier 
estructura topologies (A,o) y cualquier base de a, se t i ene:
(A,o) t=r <f) 4 = >  (A,a^) ^  (J) .
En [12, 1- parte] se demuestra que es posible dar un tratamiento p^
ralelo a la Teorîa de Modelos Clâsica y a la Teorîa de Modelos Topo^ 
lôglcos. Se prueba que los teoremas de compacidad, completitud, 
Lowenheim-Skolem, Lindstrom e interpolacion son generalizables al 
contexte topologico, al igual que la tëcnica de los juegos de 
Ehrenfeucht. No obstante, algunos resultados interesantes en el con 
texto clâsico no son generalizables al contexto topologico. Por ejem 
plo, el teorema de isomorfismo de Scott.
Tratemos ahora el cont’ênido del trabajo. En 1.1 i n d u  imos las 
nociones y teoremas centrales de la Teorîa de Modelos Topologicos, 
asî como algunos otros resultados de [l2, 1- parte] , que nos serân 
de utilidad a lo largo del trabajo. Esta seccion 1.1 concluye con un 
pequeno estudio sobre las sentencias invariantes respecte a subbases.
En nuestro escrito, L^ simboliza un cierto lenguaje topology
c o . En 1.2 estudiamos el problema de la def inabil idad y la L^-preser^
vacion, para lo cual introduc itnos la general izacion del teorema de
Feferman al contexto topologico, cuya demostracion, al segulr las mi^
mas directrices que [?], es omitida. Se deduce de inraediato que opérai
ciones como la suma y el producto son (L^^)^-definibles y preservan
la (L^^)^-equivalencia. Otras operaciones requieren un estudio mas
detallado. La operac ion que a un algebra de Boole le ha ce correspojn
der su espacio de Stone no préserva la equivalencia elemental; sin
embargo, la operacion inversa s î préserva dicha equivalencia. Para
demostrar estos hechos nos apoyamos en la caracterizacion de la equ^
Valencia elemental para algebras de Boole de [S] . Mostramos una ope^
raciôn que préserva la (L^ ^.-equivalencia y no préserva la
(L ).-equivalencia, que es (L ) -definible y no es (L ) -défi 
ü)ü) t  ^ t wu t —
nible. Esta es la que a una estructura topologica (A,o) le hace 
corresponder (A,a^), siendo la menor topologîa Tj que con-
t iene a a. Demostramos que la compact i f ica c ion con un punto no pre^
serva la (L )., (L ). , (L ) -equivalencia y que, por tan t o ,
00(0 c Ù) j (0 t Ü)(jU t
no es (L^ ^-definible. Por otra parte, se deduce de inmediato que 
la compactificacion de Stone-Cech tampoco es (L^ ^-definible.
El segundo capîtuLo represents, a nuestro entender, una gene^
ralizaciôn al contexto topologico de la técnica de los funtores de 
Feferman, expuesta en [sj. En 2.1 introducimos la nocion de K-fün- 
tor topologico local, siendo k un cardinal cualquiera ^2. Un fun
tor topologico es una operacion F ; ----*- P, donde C^, P
son clases formadas por estructuras topologicas y por horaeomorfismos 
parciales entre dichas estructuras. Dicho de manera intuitiva y ci-
néndonos al caso en el que I es un conjunto unitario, F : C  P
es un K-funtor topologico local si se curaplen las siguientes condi- 
c iones:
(i) F préserva la relaciôn Ç  para homeomorfismos parciales.
(il) Para cualquier (A,a) 6 C, se tiene que todo abierto de
F ((A,à)) depende de un numéro finito de ablertos de (A,a).
(iii) Para cualquier (A,a) 6 C, se tiene que todo subconjunto
de elementos de F((A,a)) de cardinal < K depende de un
subconjunto de elementos de (A,a) de cardinal < k .
Los fragmentes (L^^)^ no se definen a partir del concepts de rango 
de una formula, sino de un concepts similar, al que denominamos cara£ 
terîstica de una formula. La razdn estriba en que en la definicion de 
los homeomorfismos parciales considérâmes continuidad, y esta no puede 
ser tratada con formulas de rango cero. El contenido del teorema de 
preservacion es el siguiente : si F es un K-funtor topologico lo­
cal, F préserva la (L )., (L*^  ) .-equivalenc i a .oo|Ç t «>K t
En 2.2 mostramos una serie de aplicaciones. La complecciôn pa 
ra grupos mêtricos es un -funtor topologico local y préserva, por 
tan to, la (L^^ )^-equivalenti a . La georaetrxa de var iedades de dimen
sion finita para espacios vectoriales topologicos es un w-funtor 
topologico local. Las restantes aplicaciones se refieren a los pro^ 
due tos generalizados topologicos mas usuales. Se tiene que el pro­
ducto con la topologîa usual, el producto con la topologîa caja, 
la suma directa, la suma y el producto reducido son 2-funtores top£ 
logicos locales. La seccion 2.2 termina con una generalizacion inme^ 
diata al contexto topologico de los resultados de preservaciôn para 
productos reducido s de [il] y [Zl] .
Es t imamos que en el tercer capîtulo, especialmente en 3.3, se 
encuentran los resultados mas interesantes del trabajo. El objeto 
de este capîtulo son los espacios , los cuales son denotados por 
A ,B ,... .En este punto cambia la notacion con respecte a los dos c^ 
pîtulos precedent e s , en los que taies sîmbolos représentas estruct^ 
ras algebraicas. En la secciôn 3.1, que es muy breve, incluimos a l ­
gunos resultados sobre espacios T^ de [l2, 2- parte], que nos seran 
de utilidad a lo largo del capîtulo. Entre ellos, se encuent ra la 
caracterizaciôn de la (L^^)^-equivalencia para espacios T g median 
te los tipos de Flum-Zi e g l e r .
En la seccion 3.2 demostramos algunos resultados de préserva 
c ion para productos de espacios T ^  con la topologîa caja. Si <A ^ 
es una familia de espacios , denotamos por X^A^ al producto de 
los espacios A c o n  la topologîa caja. Definimos para todo 
n 6 u) - {0} una funcion producto x ” sobre el conjunto de n-tipos 
en el sentido Flum-Zi e g l e r , tal que para cualquier familia < A ^  
de espacios Tg y cualquier ( a ^  G ^i^i * el n-tipo de a^
en A^ es (i G I), el n-tipo de (a ^ en X ^ A e s  x " a .
Este resultado es el teorema bâsico. Definimos para todo n 6 w - {O}
un orden lineal sobre el conjunto de n-tipos en el sen t ido
Flum-Ziegler satisfactibles. Demostramos que para cualquier familia
<a^>j de n-tipos satisfactibles y cualquier J ^  I, se tiene que
x " a . <" x , a .. Este resultado contrasta con lo que sucede en el con J j —  I 1  ^ —
texto clâsico, ya que los tipos de Hintikka-Fraissë, que caracteri- 
zan la equivalencia elemental, dan lugar a un algebra de Boole (véa 
se [5 , capîtulo 6] y [14]). Se tiene que el orden lineal no es
siempre unico con respecte al anterior resultado. Nosotros utiliza- 
mos ol nombre de funcion decidible en lugar del mas comGnmente uti- 
lizado de funcion efectivamente computable. Mediante la funcion x” ,
construimos una funciân decidible p :  *’ w * tal que para
cualquier sentencia <f> de t ^ cualquier familia <A^>j. de
espacios T^, se tiene;
XfAf ^  (fi = »  existe Ç  I con card (I^) = p(4>), tal
que para todo 1' C  I con Ç  I* se tiene
que Xj., A^ )= ()). .
Es decir, p verifies el teorema de Feferman-Vaught de [9]. Por 
otra parte, se deduce de inmediato que si consideramos productos de 
espacios T^ con la topologîa usual, no es posible encontrar una fujn 
cion que cumpla dicho teorema. Como la teorîa de espacios T^ es de- 
cidihle, se prueba fâcilmente que cualquier funcion decidible que 
cumpla el teorema de Feferman-Vaught para espacios T g se puede op- 
timizar de una manera efectiva.
En la seccion 3.3 introducimos la nocion de conjunto accesi- 
ble. A partir de este concepto, definimos los tipos para (L^ t ‘
Mediante ellos, caracterizamos la (L )^-equivalencia para la cia
WjO) t —
se de los espacios de tipo finito. Demostramos, por ultimo, que
dicha clase esta estrictâmente contenida en la clase de los espacios 
T 2 de tipo finito en el sent ido Flum-Ziegler. Para introducir la no^  
cion de conjunto accesible, definimos previamente para todo A es­
pacio T g , A* subconjunto de puntos de A y n 6 w un juego 
J^(A*,A) de n jugadas entre los participantes I y II. En cada jji 
gada, el participante 1 escoge un numéro natural r y una secueii 
cia finita a ^ ,...,a^ de puntos de A y, a continuaciôn, el part^ 
cipante II escoge una secuencia finita 5  a ^ , . . . , ^  a^ de
abiertos de A. El jugador I vence en J^(A*,A), si al final del 
juego el conjunto A* queda cubierto por los abiertos escogidos por 
II a lo largo de las n jugadas. Decimos que A* es accesible, si 
existe n G w tal que I tiene una estrategia de victoria en 
J^(A*,A). Para cualquier a 6 A, decimos que A* converge contra 
a, si a es punto de acumulacion de A*. A partir de la nocion 
de conjunto accesible, establecemos una clasificacion de las formas 
de convergencia. Si A* converge contra a, distinguimos las très 
siguientes posibilidades :
(a) A* es accesible.
(b) A* no es accesible, y existe un abierto U .à a tal que
A* n  U es accesible.
(c) Para todo abierto U i a. A * O  Ü no es accesible.
A partir de esta clasificacion de las formas de convergencia, defj^
nimos los tipos para (L^ w^t* todo n 6 ü) definimos un con
junto finito de tipos. Para todo A espacio T^ ÿ a G A de^
finimos el n-tipo de a en A, s^(a,A). Demostramos que ciertas 
propiedades de interes que cumplen los tipos de Flum-Ziegler para 
(L^^) son verif icadas por nuestros tipos. Sin embargo, y al con­
trario de lo que ocurre con los tipos para es cierto en
general que dados A espacio T^, U abierto de A, a G U y
n 6 0), se tenga que s^(a,A) = s^(a,U). Un tipo completo es una
secuencia (a^)^ con G (n G a>) . En nuestro sent i do, dire-
mos que un espacio es de tipo finito, si el conjunto de los tjL
pos completos satisfactibles en dicho espacio es finito. Este conee^ 
to es expresable en (L^ o)^t’ ser lo nuestros tipos. Para todo A
espacio y n G U) definimos la funcion E^ ;  >• w (/{<»} por
E*(a) = numéro de elementos de A de n-tipo a. Consideramos
la funcion E^ = E ^ , que esta bien definida. El teorema princi^
nGü) "
pal afirma que para todo A, B espacios numerables con A de
tipo finito:
A y B son homeomorfos < => E^ = E^.
En la demostracion de este resultado se prueba, en realidad, que es 
posible encontrar una estrategia de victoria del participante II 
en el juego de Ehrenfeucht de infinites jugadas, a partir de ciertas 
propiedades de los conjuntos accesibles. Como consecuencia de este 
teorema, se tiene que todo espacio Tg numerable de tipo finito tiene 
sentencia de Scott. Mediante una sencilia aplicacion del teorema de 
Lowenheim-Skolem, demostramos que nuestros tipos caracterizan la 
(L^ t~equivalencia para la clase de los espacios Tg de tipo fin^ 
to. Mediante un contraejeraplo, probaraos que este resultado no es
- Vlll -
cierto, si no suponemos que uno de los dos espacios en cuestion es 
de tipo finito. La razon de este hecho estriba en que al efec tuar 
el juego de Ehrenfeucht de infinites jugadas para espacios Tg num£ 
rabies, el participante II no puede escoger entornos suficientemen^ 
te pequenos. Es inmediato que todo espacio Tg de tipo finito en 
nuestro sent ido es de tipo finito en el sent ido Flum-Ziegler. En el 
ultimo apartado de esta seccion 3.3 demostramos que el recîproco no 
es cierto. Para ello, construimos para todo numéro natural n 2  1 
un lü-ârbol t ” con la topologîa inducida, que ver i f ica mis de n 
tipos completos en nuestro sent ido y siempre los mismos très tipos 
completos, exactamente, en el sent ido Flum-Ziegler. Es suficiente, 
entonceS, considerar la suma de los espacios t ". Comprobamos, por 
ultimo, que los llamados espacios Tg de tipo finito en el sentido 
Flum-Ziegler sin convergencias mixtas (o espacios en el sentido 
Âhlbrand) son de tipo finito en nuestro sentido.
Deseo expresar, por ultimo, mi sincera gratitud al Profe­
sor Jorg Flum, del cual he recibido siempre estîmulo y asesoramien 
to para realizar este trabajo.
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CAPITULO I 
LENGUAJES TOPOLOGICOS Y PRESERVACION
1.1. Prelimi n a r e s .
Un tipo de similaridad es un conjunto de sîmbolos de predicado, 
de funcion y de constante. Los tipos de similaridad serân denotados
por K, K j . K j , ....... Una estructura débil para K es un par (A,a),
donde A es una estructura para K en el sentido usual y a es un 
conjunto de partes de A. Si O es una topologîa, diremos que 
(A,a) es una estructura topologica para K. Siempre que no baya 
lugar A confusion, omitiremos mencionar cl tipo de similaridad.
Las estructuras algebraicas serân denotadas por A, B,....
Las nociones y resultados que vamos a mencionar en esta sec­
cion 1.1 estân expuestos en [12, I- pa r t e ] .
Designemos por L^^ al lenguaje de primer orden. A partir de
L se define el lengua 1 e de segundo orden (L ) .,, anadiendo una 
0)ü)---------------  °-- ■'--------- °----------------- COU) i
serie de nuevas variables para conjuntos (que denotare-
mos por X, Y,...) y un sîmbolo G de dos argumentos, y anadiendo 
las dos siguientes reglas a las que tenemos en L ^ ^ :
(i) Las exprès iones del tipo t G X (donde t es un termine 
y X una variable de conjunto) son formulas atômicas.
(ii) Si es una formula, 3X<J> y VX(j) son formulas.
Muchos conceptos de la Topologîa son expresables en
- 2 -
Dicho lenguaje es reducible a uno de primer orden, cuyos modelos 
tienen dos universes. Por tanto, ^ ^  2 cumple los teoremas de 
c o m p a c i d a d , completitud y Lôwenheim-STcolem. Sin embargo, estos teo^ 
remas centrales no se cumplen, si nos cenimos a estructuras topol^ 
gicas. No existe una sentencia <j) de 2 * tal que para cual­
quier estructura debil (A,o):
(A,a) (j) f î a es una topologîa de A.
Sin embargo, podemos encontrar una sentencia bas de tal
que para cualquier estructura débil (A,0);
(A,a) bas ï ï 0 es base de una topologîa de A.
Dada una base o de una topologîa de A, denotaremos por 0 a la 
topologîa generada por 0 .
1.1.1. Def inic i o n . - Sea 4 una sentencia de (L ) .  Se dice que 
  (1)0) z
<(> es invariante respecto a b a s e s , si para cualquier estructura dé^  
bil ( A ,0) con o base de una topologîa de A, se tiene:
(A,0) (j) <==o> (A,0) <|).
Se dice que una formula de (^ ü)(i)^  2 G®ta en forma normal nega- 
t i v a , si el sîmbolo de negaciôn tan solo afecta a formulas atômicas. 
Por ejemplo,
3 X  I t  6 X V (c 6 X A  j e  6 Y A 3y (y 6 X A y G Y))
esta en forma normal negative. Cada formula <J> tiene su forma normal 
negative, la cual es una formula équivalente a 4>. Se dice que una 
formula <j) de 2 positiva en una variable de conjunto X ,
si cualquier subférmula atômica del tipo t G X de la forma normal
- 3 -
negativa de en la que X este libre no esta precedida por el
sîmbolo de negacidn. Ânâlogamente, se dice que $ es negativa en X , 
si cualquier subformula atômica del tipo t G X de la forma normal 
negativa de (f) en la que X este libre esta precedida por el sîm­
bolo de negaciôn.
1.1.2. D e f i n i c i ô n .- Se define el lenguaje (L )_, a partir de las---------     t
f ôrmulas atômicas de ( 2  ' l®s reglas de y de la régla
que express que para cualquier término t y cualquier formula (f> :
1. Si (j) es positiva en X, VX (t 6 X  *- (j>) es una fô^
m u l a .
2. Si (p es negativa en X, (t G X A <t>) es una fôrmula.
Escribiremos ¥X B  t(|), gx  a, tij) en lugar de VX (t G X ----*■ p) ,
3X (t G X A $ ) , resp ectivamente. Obsêrvese que un sujb
lenguaje de
Se puede demostrar (procediendo por induce ion) que las senteii 
cia s de invariantes respecto a bases. Por tanto, dadas
dos bases O ^ ,0^ de una misma topologîa sobre A y una sentencia 
(() de tiene:
(A,0 j) \= (|) <^=> (A, 0 g) *.
A d e m â s , (véase [l2, 1- parte, seccion; 4]), toda sentencia de 
(L^^)^ invariante respecto a bases es équivalente en estructuras to^  
polôgicas a una sentencia de t '
El poder expresivo de inferior al de ^^ (*)(ü ^ 2 ’
ejemplo, la conexiôn no es expr esable en t ' Sin embargo, mu-
— 4
chas nociones topologicas son expresables en este lenguaje. Veamos 
algunas. El concepto de base de una topologîa se puede expresar por
bas = Vx a X Vx VX^ a X VXg a  X ]Y a  x Vy ( -^y G Y V
(y G Xj y G X^)) .
De esta forma, para cualquier estructura débil (A,o), tenemos:
(A,a) [= bas î o es base de una topologîa de A.
Si f es un sîmbolo de funcion de n argumentos, la continuidad 
de f es expresable por
V X j ...Vx^ VX a  f ( x j ,...,x^) à  Xj .•• ^  ^n ' ' ‘^^n
((yj G X^ A .. . A G X^) ----*■ f (y^......y^) G X) .
Otros conceptos de interês expresables en ^ o * ^ l ’^2*
regularidad, Tg y los conceptos de topologîa discrets y topologîa 
trivial. Las sentencias correspondientes son las siguientes:
T^ = VxVy (x f y  ► 3 X  3 x  (y 0 X) V 3Y a  y (x 0 Y)).
Tj = VxVy (x 0 y ----► 3 X a  x (y 0 X)) .
Tg = VxVy (x 0 y  3 X  a x 3Y a  y ("X n  Y = 0")) .
reg = VxVX a  x 3 X a x Vz (z 0 X ----»■ 3 z a Z ("Z A  Y = 0" ) ).
I 3 = re& A T g.
dise = Vx 3 x  a X Vy (y 6 X ---- + y = x) .
triv = Vx VX a  X Vy (y G X ) .
Naturalmente, t^ 0 tg, t 0 X son abreviaturas de 3 t ^ = tg,
3 t  6 X. Otros conceptos expresables en  ^ son el de grupo topo
- 5 -
lôgico y el de cuerpo topologico. El primero de ellos tiene como t^ 
po de similaridad a {+, - >0), donde + es un sîmbolo de funciôn
de dos argumentos y - es un sîmbolo de funciôn de un argumente, 
que représenta la funciôn inversa. Los grupos topologicos son aque- 
llas estructuras topologicas que son modelos de los axioraas de gru­
po y de las sentencias ”+ es continua" y es continua".
Obsêrvese que si una variable de conjunto X esté libre en 
una subfôrmula (Ji de una sentencia de t ' tiene que X
es positiva en 0 o X es negativa en (J) . Si las variables li­
bres de if) estân comprendidas entre Xj,...,x^, Xj,...,X^,
Yj,...,Yg y 0 es positiva en Xj,...,X^ y negativa en 
Yj,...,Y^, escribiremos 0 (xj ,...,x ^ , x|,...,X^, Y^,...,Y^) o, 
mâs abr eviadamente  ^(|> (x , Y~) .
Diremos que una estructura topologica (A,g) es numer a b l e , 
si A es numerable y g tiene una base numerable.
1.1.3. Définie i o n . - (a) Se define el lenguaje (L^ oj^t’ ^ partir de 
las formulas y reglas de X 1® siguiente régla:
Si $ es un conjunto no vacîo y numerable de formulas de
(L A4* y V  $ son f ôrmulas de (L )_.
ULl ^  LU U  tu ^  W  L
(b) Se define el lenguaje (L^^)^, a partir de las fôrmulas 
y reglas de X 4e la siguiente régla:
Si $ es un conjunto no vac îo de fôrmulas de ^ ^
y V $ son fôrmulas de
- 6 —
De manera analoga, se introducen los lenguajes (L^ u)^  2 X
(L )-. Como las sentencias de (L son invariantes respecto a®>u) z ®(o c
bases, para cualquier conjunto 4> de sentencias de (L^^) ^ , se tie^ 
ne :
$ tiene un modelo topologico t-- * $ L/ {b a s } tiene un modelo
débil.
Al lenguaje se le denomina lenguaje topologico de
primer orden. A (L^  ^ y (L^^)^, lenguajes topologicos infinj^
tarios.
Los très siguientes teoremas son centrales en la Teorîa de 
Modelos Topologicos.
1.1.4. Teorema de compacidad.- Sea $ un conjunto de sentencias de 
(L^^)t* Si toda parte finita de 4> tiene un modelo topologico, 4> 
tiene un modelo topologico.
1.1. 5, Teorema de completitud.- Para cualquier tipo de similaridad 
recursive, el conjunto de sentpncias de ^ t  9"^ se cumplen en
todas las estructuras topologicas es recursivamente enumerable.
1.1.6. Teorema de Lbwenheim-Skolem.- (a) Sea $ un conjunto de
sentencias de (L ).. Si $ es numerable y tiene un modelo topo 
0)01 t —
lôgico, $ tiene un modelo topologico numerable.
(b) Sea à una sentencia de (L ) ^  . Si <j> tiene un mode
0)j0) t —
lo topologico, (j) tiene un modelo topologico numerable.
- 7
En este trabajo, L^ simboliza un cierto lenguaje fopolôgi­
co . Diremos que dos estructuras (A,C) y (B,T) son L ^ -équiva­
lentes , si verifican las mismas sentencias de . Escribiremos, eji 
tonces, (A,g) =*" (B,t ). Si (A,g) y (B,t ) son ^-equivalen
tes, (L^ ^.-équivalentes , (L^^) ^ -équivalentes , escribiremos
(A,g) 5^^ (B,t), (A,g) 52 ^ (B,t), (a,g) 52^ (B,x), respectivamen
t e .
1.1.7. Definiciones.- Sean (A,g), (B,t ) estructuras débiles para 
un tipo de similar idad K.
(a) Un homeomorfismo parcial en el sentido Flum-Ziegler de
(A,g) a (B,t ) es una terna h = (h°,h^,h^), que cumple:
(i) h° es un isomorf ismo parcial de A a B. Esto es, una
aplicacion inyectiva con dom(h°) Ç  A y rg(h°) Q  B,
tal que :
1. Si R 6 K  y â  G dom (h°):
R^ a ' 'î R® h°(a) ,
(h°(a) dénota h ° ( a ^ )...h ° ( a ^ ) , en el supuesto 
a = a J ...a ^ ) .
2. Si f G L y â,a G dom(h°) :
f ^ (a ) = a < > f®(h°(a)) = h°(a).
(ii) h^,h^ C  (7 X T , taies que:
1. Si Uh^V, a G dom(b°) y a G U, se sigue que
h^(a) G V.
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2. Si Uh^V, b G rg(h°) y b G V, se sigue que
( h ° ) ~ \ b )  6 U.
(b) Se dice que (A,g) y (B,t ) son parcialmente homeomorf a s ,
si existe un conjunto no vac îo I de homeomorfismos parciales en el 
sentido Flum-Ziegler de (A,g) a de tal manera que se cum­
plen las siguientes condiciones:
(i) Si h G I y a G A, existe h' G I con h C  h* (esto
es, h° Ç  h °, h^ Ç  h '  ^ y h^ C  h '^ ) y a G dom(h °).
(ii) Si h 6 I, a G dom (h°), U G g y a G U, se sigue que
existen h' G I y V G T , taies que h Ç  h', h ° ( a ) G V
I 2
y Uh V.
(iii) Si h 6 I y b 6 B, existe h* 6 I con h C  h ' y
b G rg (h'°) .
(iv) Si h G I, b 6 rg(h°), V 6 x y b G V, se sigue que
existen h ' 6 1 y U G g, taies que - h g  h ’,
(h°)"^ (b) G U y Uh'
Escribiremos, entonces , (A,g) (B,x).
(c) Sea Ç un ordinal. Se dice que (A ,g) y (B,x ) son
^-parcialmente homeomor f a s , si existe una secuencia ( ) ^^ ^  tal 
que (n < €) es un conjunto no vac îo de homeomorfismos parcia­
les en el sentido Flum-Ziegler de (A,g) a (B,x), de tal forma 
que se verifican las siguientgs condiciones para q' < g < Ç:
(i) Si h 6 y a G A, existe h ' G I^, con h C  h' y
a G d o m ( h '°).
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(ii) Si h 6 , a 6 dom(h ), U G g y a 6 U, se sigue que
existen h' 6 1^, y V G t , taies que h Ç  h ',
h°(a) 6 V y üh'^V.
(iii) Si h G y b 6 B , existe h' 6 1^, con h C  h ' y
b G rg(h'°) .
(iv) Si h 6 , b 6 rg(h°), V G T y b G V, se sigue que
existen h* 6 y U 6 g, taies que h Ç  h',
(h°)“  ^(b) G U y Uh' S .
Escribiremos, entonces, (A,g) (B,t ).
En [l2, 1- parte, seccion 4] es generalizada el contexto top£
lôgico la tëcnica de los juegos de Ehrenfeucht. Dadas dos estructuras
débiles cualesquiera (A,g) y (B,x), se introduce el juego 
G((A,g), (B,t )) de infinites movimientos o jugadas entre los partiel^
pantes I y II, de la siguiente manera. Cada movimiento es de tipo x
ô de tipo X. En la n-ésima jugada, el participante I escoge en
primer lugar el tipo de movimiento. Si es de tipo x, el jugador I
escoge un elemento a^ 6 A (o bien, un elemento b^ G B) y, enfon­
ces, el jugador II escoge un elemento b^ G B ( o bien, respect iva- 
raente, un elemento a^ 6 A ) . Si el movimiento es de tipo X, el j^
gador I tiene que haber escogido en una jugada anterior un movimieii
to de tipo X. En este caso, el jugador I escoge un i < n, de
tal manera que el movimiento i fue de tipo x, y un abierto
U^ 6 g con a^ G U^ (o bien, escoge G T con b^ G V ^ ) . Enton
ces, el jugador II escoge un abierto G T con b^ G (o bien,
escoge U^ G g con a^ G U ^ ) . Sean;
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h° = { (a^, b^) / n G (1), el n-esxmo movimiento fue de tipo x, 
y los elementos a ^ , b^ fueron tornados}.
= t(U^,V^) / n 6 w , el n-esimo movimiento fue de tipo X,
I tomo y II tomo U ^ } .
= { (U^,V^) / n G ü ) ,  el n-esimo movimiento fue de tipo X,
I tomo y II tomo V ^ } .
Se diceque II tiene una estrategia de victoria en el juego 
G((A,a), (B,t )), si tiene una estrategia mediante la cual consigue,
cualesquiera que sean los movimientos de I, que (h°,h^,h^) sea un 
homeomorfismo parcial en el sentido Flum-Ziegler.
De manera analoga, se introduce el juego G^((A,a), (B,%))
de n jugadas (n 6 to).
Si dos estructuras topologicas (A,a), (B,t ) son homeomorfas,
escribiremos (A,o) (B,t). L o s  tres siguientes resultados nos se^
ran de utilidad a lo largo del trabajo.
1.1.8. Teorema (Flum-Ziegler).- Sean (A,a), (B,t ) estructuras top£
logicas para un tipo de similaridad finito. Las tres siguientes afir- 
maciones son équivalentes:
(ii) (A,a) (B,t ) .
(iii) Para todo n G w , II tiene una estrategia de victoria en 
G^((A,0), (B,t )).
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1.1.9. Teorema (Flum-Ziegler) .- Sean (A,a), (B,t ) estructuras to-
pologicas. Las tres siguientes afirmaciones son equivalences :
(i) (A.a) 5^^ (B.t ).
(ii) (A.a) (B.t ),
(iii) II tiene una estrategia de victoria en G((A,a), (B.t )).
I.'I.IO. Teorema (Flum-Ziegler) .- Sean (A,a). (B.t ) estructuras t£
pologicas numerables. Las tres siguientes afirmaciones son equivaleii 
tes :
(i) (A.o) (B.t ).
(ii) (A.o) (B.t ).
(iii) (A.o) (B.t ).
Diremos que una sentencia (fi de un cierto lenguaje es inva­
riante respecte a s u b b a s e s , si para cualquier es truc tura (A ,o ) con 
O subbase de una topologîa de A. se tiene que
(A.o) ^  (J) «*=> (A.ô) *,
donde O es la topologîa generada por o .
Vamos a terrainar esta secciôn l.I con algunas consideraciones 
sobre sentencias invariantes respecte a subbases. Definimos el len- 
Rua.je (L)g a partir de L^ ^ , anadiendo una serie de nuevas varia 
bles [x], [y].... y un nuevo sîmbolo 6 de dos argumentes, y ana­
diendo a las reglas de L^ las dos siguientes reglas:
(i) Las expresiones del tipo t 6 [x] son formulas atomicas 
de (L)_ .
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(ii) 1. Si () es una formula de (L)^ positiva en [x] ,
v[x] >  t(|) es una formula de (1)^.
2. Si es una formula de (L)g negativa en [x] ,
3|xJ ^  tij) es una formula de (L)^.
Las variables [x], [y ] ,... representan secuencias finitas de abie£
tos de cualquier longitud. Dados un termine t , una variable [x], 
una estructura (A,a), una secuencia a de elementos de A y una 
secuencia [uj = de abiertos de o, definimos la inter
pretacion de t 6 [x] en (A,a) para a y [u] por:
(A,a) \= (t 6 [x]) [a, [uj] < = >  t*[a] 6 A
Sea (A.o) una estructura dêbil con O subbase de una topo­
logîa de A. Es fâcil demostrar por induce ion sobre el calcule de 
las formulas de (L)^, que para todo
» [x] j » • . • » [x] p , [y ] . . . . . [y ] q)» a j , . , . , a ^ 6 A  y
fu]j,...,[u]p, [y]   [vjq secuencias finitas de abiertos de O,
se tiene:
(A,o) (|) [a, [uj, [V]] <5=> (A,à) t=*[a, [uj , [vj].
Se signe:
(1) Las sentencias de (L)^ son invariantes respecte a subba 
ses .
Es fâcil observar:
(2) Toda sentencia de (L)^ es équivalente en modelos débiles
a una sentencia de (L,, .
to j W t
Definimos la funcion s : (L^ t-----(L)^ de la siguiente
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(a) Si * es formula atomica de , 4)® = 4> . Si 4) es
t e X , (j.® = t 6 [X] .
(b) Si 4» es T * , (j)® =
(c) Si 4) = / #  6 $ } ,  4>® = / i|t G 4>) .
(d) Si 4> es ^x4', <j>® = 3*4'^-
(e) Si 4» es 3 X  ^  tt|), ({)® = 3 [x]
Sea (A,a) una estructura topologies. Como 0 es cerrada bajo in
tersecciones finitas, procediendo de nuevo por induce i o n , esta vez
sobre el calculo de las formulas de (L^ o)^t’ se puede probar que
para todo (fl (x
1 ’...,x^, Xj,...,Xp, Yj,...,Y^), Sj,...,a^ 6 A,
Uj,...,Up, ’ *..,Vq 6 a :
<«={> (A,0) j3 (j)®[aj , . . . ,a^, (Uj ),..., (Up) , (Vj ),..., (V^)] .
Por banco;
(3) Cualquier sentencia (j) de (L^ ^) ^  es equivalence en e£ 
tructuras topologicas a 4>®.
En [12, 1- parte, seccion lo] se demuestrâ que (L^ ^)^ cum 
pie el teorema de interpolacion y que toda sentencia de (L^ ^)^ in 
variante respecto a bases es equivalence en estructuras topologicas 
a una sentencia de (L^ ui^t' sigue:
(a) (L)g cumple el teorema de interpolacion.
(b) Toda sentencia de (L^ tü^  2 invariante respecto a subbases
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es équivalente en estructuras topologicas a una sentencia 
de (L)^.
No parece posible obtener una caracterizacion de las senten­
cias de invariantes para subbases. Queda abierta la cues-
tion de si para un tipo de similaridad recursive, el conj unto de d£ 
chas sentencias es recursivamente enumerable. No es difîcil compro- 
bar que dicho conj unto no es recursivo.
1.2. Def inabil idad y L .^-preservac ion .
Vamos a introducir, en primer lugar, la gêneraiizacion al con 
texto topolôgico del teorema de Feferman. A continuacion, estudiare- 
mos el problems de la definabilidad y la L^-preservacion para algu­
nas de las operaciones topologicas usuales.
(A). El teorema de Feferman para L ^ .
Vamos a denominar tipo de similar idad heterogëneo al apropia- 
do para estructuras con varios universos. La definicion rigurosa de 
este concepto esta expuesta en [l2, 1- parte, seccion 3]. A diferen- 
cia de esta def in ic ion de [l2], nosotros consideraremos como formulas 
atomicas a las igualdades de termines de d if e rentes tipos. De esta 
forma, u t ilizaremos, en realidad, la generalizacion al contexte top£ 
lôgico de la définie ion de tipo de similaridad heterogëneo de [7],
Todos los tipos de similaridad que cons id eremo s en este apar 
tado serân heterogêneos y finitos. Todas las estructuras que conside^ 
remos serân topologicas. Si K es un tipo de similaridad heterogê-
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neo, denotaremos por Str(K) a la class de las eatricturas topology 
car para K. •
1,2.1. Definic i o n e s .- Sean n 2  1 y R Ç  Str(Kj) x...x S t r j ) 
una re la c ion entre estructuras topologicas.
(a) Diremos que R es (L^^) ^ .-def inib l e , si existen
K ^  [k J , . . . , y E conjunto de sentencias de
(L^^)t para K, tales que:
1. Si R(Aj,aj) ... (A^^j '"^n+1 ^ ' existe (B,t ) |=: E con 
(B,t ) r (^=1...n+1).
2. Si (B.t ) E y (B.t ) f = (A^.o^) (£=l...n+l),
R(Aj,Oj) ... (A^+j,G^^j).
(b) Diremos que R es (L^ ^ )^-definible, si existen
X ^  [K j , . . . y 4> sentencia de  ^ para K,
de tal forma que se cumplen las condiciones 1 y 2 de (a), 
cambiando E por 4». De manera analoga, se puede intro­
ducir, para cualquier conjunto admisible Ad, la nocion 
de cuando R es (L^^)^-definible.
(c) Diremos que R es cerrada respecto a la homeomorfia. si
en la situacion R(Aj,Oj) ... (A^,0^)(B,r),
(Aj.Oj) = ^ (Aj,a|),...,(A^,a^) (A^,o^), se sigue que
existe (B’,t ’) con R(a J,o J) ... (A^,0^)(B',T') y 
(B,t ) (B' ,t ') .
(d) Diremos que R es funcional, si en la situacion
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R(Aj,cfj) ... (A^,cr^) (B,t ) , R(Aj,cTj) ... (A^ ,a^) (B ' ,T ' ) ,
se sigue que (B.t ) = ^  (B',t ').
(e) Si R es funcional, diremos que R préserva la L ^ - egui-
v a l e n c i a , si en la situacion
R(Aj,0j) ... (A^,0^)(B. t ) , R ( A j ,0J) ... (A^,0^)(B’ ,T’),
se sigue:
(A^,0^) (A^.0^) (£ = l...n) =4. (B ,T ) (B % T  ' ) .
En [l2, 1- parte, seccion 5] se demuestra que cumple
el teorema de interpolacion. En [12, 1- parte, seccion lO] se demue£ 
tra que las tecnicas de [24] son generalizables a los lenguajes top£ 
Idgicos, por lo cual se cumple el correspond lente teorema de interp£ 
lacion para lenguajes a d misibles topologicos- Por otra parte, es i£ 
mediate generalizar a 1 contexte topolôgico la têcnica introducida en 
[7]. El siguiente resultado, que es la generalizaciôn al contexte to 
polôgico del teorema de Feferman, se obtiene como consecuencia de es 
tos hechos.
1.2.2. T e o r e m a .- Sea R Ç  Str(Kj) x Str(Kg) una relaciôn funcional. 
En t o n c e s :
(a) Si R es (L^^) ^ .-def i nible, R préserva la (L^^)j.-equ£
valenc i a .
(b) Si R es (L ) -definible, R préserva la (L ) -equ£
lu 2 w c lu 2 lu c
valenc i a .
El teorema correspondiente en el contexte clâsico para rela- 
ciones de tres o mas argumentos, que se puede probar teniendo en
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cuenta lo expuesto en [lo], es facilmente generalizable también al 
contexte» topolôgico.
1.2.3. T e o r e m a .- Sean n ^  2 y R Ç  Str (Kj) x ...x Str(K^^j) una 
relaciôn funcional. Si R es (L^^)^-definible y cerrada respecto a 
la homeomorfîa, R préserva la (L^^) ^ .-equivalencia.
Obsêrvese que la suma y el producto para un numéro finite de 
argumentos son (L^^) ^ -def inibles y cerradas respecto a la homeomo_r 
f i a . Por tanto, preservan la (L^^) ^ .-equivalencia.
(B) . Algunos e.jemplos.
1.2.4. Algebras de Boole y espacios de Stone.
El espacio de Stone S(B) de un algebra de Boole B es el 
conjunto de todos los ultrafiltros en B , con la topologîa genera 
da por la base U [B] = ( U (a) / a G B}, siendo U(à) = {F ultrafil^ 
tro en B / a G F}. Entonces, B se puede identificar con el âlge 
bra de Boole que define u [b ] .
Vamos a considerar como tipo de similaridad para algebras de 
Boole al conjunto {+, ., , 0, 1}. Vamos a demostrar que si A, B
son algebras de Boole:
<*> * S(B).
(**> S(A) = 1  S(B)    A B.
Para ello, vamos a hacer uso de la caracterizaciôn de la L^^-equiv£ 
lencia para algebras de Boole de [5, secciôn 5.5], siguiendo la no- 
tac iôn que allî se e m p l e a . Para cualquier algebra de Boole B, se
“•18*
define el ideal
1(B) = {a 6 B / existen b elemento atomico, c elemento 
desatomico, tales que a = b+c}
y la relaciôn de congruencia 1(B) definida por
a H T )  b * = »  a.b + â.b 6 1(B).
El algebra cociente es denotada por B / I ( B ) . Suponiendo que B no 
es trivial, se define:
B^°^ = B.
/ I(B^^^) (k 6 w)
m(B)
mînimo k < ü) tal que g (k + 1 ) gg trivial, si tal k
exis t e .
<», en caso contrario.
n_(B)
( k)
, si m(B) = k y B  ^ tiene infinites â tamos
£, si m(B) = k y B ^ t i e n e  £ < 0) atomos .
n (B) =
0, si m(B) =
(k)n (B), si m(B) = k y B es atômica .
-n (B), si m(B) = k y B (k) no es atomica ,
E n t onces:
(1) Si A, B son algebras de Boole no triviales, se tiene
m(A) = m(B) y n (A) = n(B).
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Sean P(u) el algebra de Boole de las partes de w y
V P^ ^J(w) el algebra de Boole de las partes finitas y de las partes
' cofinitas de (il. Ten emo s :
m(P(w)) =■ m(Pj (w) ) = 0.
n(P(w)) - n(P^ = «.
Se sigue que P(w) P^ (w). Es fâcil observar que en P^ (w)
existe un unico ultrafiltro no principal, y que en P(w) existen in 
finitos. Por tanto:
S(PJ (w)) ^  "existe un unico punto de acumulaciôn".
S(P(tü)) %= "existen dos puntos de acumulaciôn".
En consecuencia, S (P (w) ) j?*" S(P_ ^ (w) ) . Hemos demostrado {*).
(jJCÜ if Ci
Probemos (**). Dados un âlgebra de Boole no trivial B y 
a G B, denotemos la clase de a en B ^  ^ ^  por a ^  ^  ^ . Para cualquier 
ultrafiltro F en B, definimos F ^ ^  ^ = {a ^ ^  ^ G B ^  ^  ^ / a G F}. Es 
fâcil comprobar que si en F no bay elementos atômicos ni elementos
desatômicos, F ^  ^ ^  es un ultraf iltro en B^^^. Para cualquier ul­
traf iltro G en B ^ ^ \  definimos G^~^^= {a G B / a^^^ G G}. Se
observa que G ^  ^^ es un ultrafiltro en B s in elementos atômicos
y 8 in elementos desatômicos, y que (G ^ l)j(l) _ g . Existe, por tan
to, una correspondencia biunîvoca entre los ultraf iltros en B s in 
elementos atômicos y s in elementos desatômicos y los ultrafiltros en 
B ^ ^ ^  . Es fâcil encontrar una fôrmula 0(x) de que pa
ra todo A âlgebra de Boole y F ultrafiltro en A:
S ( A ) 1= 6[ f ] < ' en F no bay elementos atômicos ni elemen 
tos desatômicos.
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Por tanto, para cualquier sentencia (j> de existe una sen­
tencia 4» de ( t * 1 que para cualquier A algebra de Boole;
S(A^^^) \= <s=s> S(A) ^  4».
Se sigue:
(2) Si A, B son algebras de Boole:
®<*> =L =<“ > - *  = 1  S ( B < ‘>).
Observese que existen sentencias X» 4*^  » • • • » »  • • • de t ' *■—
les que para cualquier A algebra de Boole:
S(A) fr X < *’ A es atomica.
S(A) ^  <s==* A tiene n atomos ,
De (1) y (2) se deduce, por tanto, (**)-
1.2.5. La opération minima topologîa T j .
Consideremos la operation que a una estructura topologica 
(A,o) le hace corresponder (A,o^), siendo la menor topologîa
Tj que con tiene a a. Vamos a comprobar que esta operac iôn préser­
va la (L ) -equivalentia y no préserva la (L ) -equivalencia.
W 2 W c u)ü) [
Sean N y Z los conjuntos de numéros naturales y numéros enteros. 
Sean oj «Og las topologîas definidas sobre N, N + Z , respectivamen 
te, dadas por las bases {{x / x ^  n) / n 6 N},
{{x / X n} / n 6 N+Z). Aplicando la técnica de los juegos de
Ehrenfeucht, tenemos:
°2>-
S in embargo :
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't +
I (N,0 j) f= d i s c .
i ' ’ +
I (N+Z,0 g) 1= ~| d i s e .
%
Por tanto, esta operaciôn no préserva la (L^^) ^ .-equivalencia, y por 
1.2.2(a) no es (L^^) ^ .-def inible, Sin embargo, esta operaciôn es 
(L^ ^ )t“ definible. Para comprobar esto ultimo, podemos considerar un 
tipo de similaridad heterogeneo adecuado .para estructuras del tipo 
[(Aj,0j), (AgfUg), (Fj»(7g) , (FgjU^), E J , E g] y t orna r
()> “ "AJ = Ag" A "FJ es base de 0 j a través de E A
"Fg = Fj(J {Aj - (a) / a G Aj}" A
"Fg es subbase de 0g a través de E g " .
Por 1.2.2(b), esta operaciôn préserva la (L^ ^)^-equivalencia.
1.2.6. La compactificaciôn con un p u n t o ,
Vamos a comprobar que la operaciôn que a un espacio T g lo- 
calmente compacte (A ,0) le hace corresponder su compact ificaciôn 
con un punto (A, 0) no préserva la (L^) (L^) ^ -equivalencia.
Consideremos los interval os de la recta real (0,1) y [O,l] y el 
conjunto N de los numéros naturales. Sean
A J •= (0,1) W  (x G N / X ^  2} , Ag = [o,l] V  ( x G N / x ^  2} . Sean 
0 j, 0 g las topologîas definidas sobre Aj , Ag, respectivamente, dai 
das por las bases {ü / U abierto de la topologîa usual de 
(0,1)} U  {{x} / X 6 N, X ^  2), {u / U abierto de la topologîa 
usual de [o,l]} U  {( x } / x G N, x 2  2}. Aplicando la têcnica de 
los juegos de Ehrenfeucht, es fâcil comprobar que
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(Aj,0 J) (Ag,0 g ).
Sea 4» una sentencia de que express "existe un elemento
que es punto de acumulaciôn de puntos aislados y no es punto de acju 
mulaciôn de puntos de acumulaciôn". Se sigue:
(Àj,0j) ^  14) .
(Xg,0g) jp 4>-
Se deduce de 1.2.2(b) que la compact if icaciôn con un punto 
no es (L^ ^) ^ .-def ini b l e . Obsêrvese que si una operaciôn es defini­
ble en un cierto lenguaje, su dominio y su rango tambiên lo son. Es 
sabido (se puede probar a partir de lo expuesto en [l2, 1- parte, 
secciôn 1o ] ) que la clase de los espacios compactes de Hausdorffj 
que es el rango de la compactificaciôn de Stone-Cèch, no es 
(L^ ^)^-definible. Por tanto, la compactificaciôn de Stone-Cech tam 
poco es (L^ ^) j.-def inible .
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CAPITULO 2 
FUHTORES TOPOLOGICOS LOCALES
Todas las estructuras que consideremos en este capîtulo serân 
topologicas. Los tipos de similaridad que vamos a considerar van a 
ser los adecuados para estructuras con un solo universe. Cualquier 
estructura topologica (A,ff) que consideremos cumplirâ que si A^ ' 
es la estructura algebraica generada por los elementos distinguidos 
de A, se sigue que = o|A^ es la topologîa discrets.
2.1. La nocion de ic-funtor topologico local. El teorema de 
preservation.
El sîmbolo K représenta en esta seccion 2.1 un cardinal fijo 
cualquiera ^2. Introduciremos la nocion de K-funtor topolôgico lo­
cal. Este concepto nos permitirâ obtener un resultado en la lînea 
del teorema de preservaciôn de [s].
2.1.1. Def i n i c i ô n .- Diremos que h = (h°,h^,h^) es un homeomorfismo 
parcial de (A,o) a (B,t ), si se cumplen las tres siguientes con- 
d i c i o n e s :
(i) h es un homeomorfismo partial en el sent ido Flum-Ziegler.
(ii) h° es cerrado (esto es, dom(h°) es una subestructura de 
A) .
(iii) Si dom(h” ) = A ^ , rg(h°) = B^, 0 1A^ = 0^ y T|B^ = T^,
se sigue que h° induce un homeomorfismo de (A^'^o^ 
bre (B_,T ).
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2.1.2. Def inicion. - Definimos el lenguaje a partir de las
formulas atomicas de ^ las siguientes réglas:
(i) Si 4) es una form u l a , j4* tambiên lo es.
(ii) Si $ es un conjunto no vaclo de formulas, A $  y V  $
son fo r m u l a s .
(iii) Si 4> es una formula y v es un conjunto no vacio de va_
riables para elementos de cardinal < K , Vv4> y 3^4* 
son for m u l a s .
(iv) 1 . Si n ^  1 y 4> es una formula positiva en Xj,...,X^,
se tiene que V{Xj t j , . . . ,X^ ^  t^}4) es una formula.
2. Si n ^  1 y 4> es una formula negativa en Xj,...,X^,
se tiene que 3lXj à t j , . . . , X^ ^ t^} 4) es una formula.
2.1.3. Def ini c iones . - Sea Z el conjunto de formulas de  ^  ^t
la forma 3 ^X à t} A (t ' ÿ X), siendo A cualquier conjunto
t ' 6A
de termines.
(a) Definimos la caracferistica de una formula 4> de (L^^) ,
c(4>), de la siguiente manera:
(i) Si 4* es atomica o 4) 6 E , c(4>) = 0.
(ii) Si 4> es c(4>) = c(4)>.
(iii) Si 4> es V $ ,  c(4>) = supremo {c(ij))/4> 6 $} .
(iv) Si 4> es 3v4<* c(4>) = c (4») + 1.
( v ) S i  4> es 3 { X j ‘^ t j , . . . , X ^ i t ^ } i f )  y
4 > ^ E ,  c ( 4 > ) = c  (4;) + 1 .
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(b) Para cualquier ordinal a, definimos el lenguaje (L^^)^ 
como el conjunto de formulas de de caracterîstica £  a.
Para dos estructuras topologicas cualesquiera (A,o), 
definimos los conjuntos P°^[(A,q), (B,t )3 (a ordinal) por:
(i) h = (h°,h^,h^) G P°[(A,o), (B,t )J < = >  h es un homeomo_r
f ismo parcial de (A,0) a {B,x).
(ii) h = (b°.h^,h^) G p“ ‘^ ^[(A,tf), (B,t )J 4=4. :
(1) Para todo n < < y ^®p^p<r| secuencia de elementos
de A, existe h' G P°'[(A,a), (B,t )] tal que h -è b '
y ®p ® dom (h'°) (p < n ) »
(2) Para todo n 1 , a j , . . . , a^ 6 dom (h°) y
G 0 con aj 6 Uj,,..,a^ G ü^, se sigue que 
existen G t y h' G P®[(A,0), (B,T)] con
h C  h ', taies que;
1 . h°(a,^) G Vj^  (k-1 , . , . ,n) .
2. h' ^  Vj^  (k=l , . . . ,n) .
(3) Para todo n < < y < b ^ > s e c u e n c i a  de elementos 
de B, existe h' G P**[(A,0), (B ,r )] tal que b G  h '
y bp G rg(h'°) ( p < n) •
(4 ) Para todo n 1 , bj,...,b^ G rg(h°) y ^ ^
con b J 6 G , se sigue que existen
G 0 y h ’ G P“ [(A,0 ), (B.t)] con h ç h',
taies que :
1. (b° ) " \ b .  ) G U. (k=l,...,n).
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2. U. h'^ V, (k=l,. . . ,n).
k k
(iii) Si a es un ordinal limite:
P“ [(A,CT), (B,t)J = r \  P®[(A,a), (B,t)].
3<a
Obsêrvese que si a < B, p“ [(A,0), (B,t )] ^  P ^ [ ( A . O ) , (B.t )].
Si (A.o) y (B.t ) son (L^^) ^ .-équivalentes, escribiremos 
(A.o) (B.t ). Sea h un homeomorfismo parcial de (A.O) a
(B.t ). Escribiremos
(A.O) (B.t ) para h.
si para cualquier formula 4» (<Xp>p . <Xp>p . <Yp>^ ) de
se tienë que para todo t(®p»bp) / P < n^} Ç  h ° . {(üp.Vp) /
/ p < Hj) Ç  y { ( U p . v p  / P < Hg) G  :
(A.O) 1= 4>[â,Ü^,Û“ ]    (B.t ) 4)Ib,v^,v"] .
Procediendo por induc c ion sobre a, se demuestra el siguien 
te lema.
2.1.4. L e m a .- Sea h un homeomorfismo parcial de (A.o) a (B.t ) 
Ent o n c e s :
(A.O) (B.t ) para h <=> h G p“ [(A,o), (B.t )].
El siguiente result ado es un corolario inmediato de 2.1.4.
2.1.5. T e o r e m a .- Tenemos;
(A.O) (B.t ) 4=» p“ [(A.o). (B.t )] f 0.
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Si K es un tipo de similaridad, denotaremos por F(K) a 
la clase formada por todas las estructuras topologicas para K y 
por todos los homeomor f isnios parc iales entre estructuras topolôgicas 
para K. Escribiremos C ^  F ( K ) , si C es una subclase de F(K) 
tal que cualquier homeomor f ismo parcial entre dos estructuras cualejs 
quiera de C esta en C. En cierto sentido, se puede considerar 
que F(K) es una categorîa y C una subcategorîa.
Sean I un conjunto de indices no vacîo, (i G I) y K
tipos de similaridad, C. ^  F(Kj,) y P = F(K). Diremos que una 
operaciôn F : ---- *■ V es un funtor topolôgico si:
(a) A cualquier familia <(Aj,0j)>j. de estructuras topology 
cas de le hace corresponder una estructura topolo­
gica F (< (A ,0 j) > J. ) de P.
(b) A cualquier familia <h . > j. de homeomor f ismo s parciales
de n J Cj con h G P° [(Aj, ,0^^) , le hace correspoji
der un homeomor f ismo parcial F(<hj>j.) G
G P°[ f (<(A.,0^)> j ),F(<(B., t .
Podemos suponer que si (A,o), (B,t ) son estructuras topolo­
gicas y h G P ° [(A ,0), (B,t )], se tiene que Ah^B y Ah^B, De es
ta manera, evi ta remos cualquier ambigüedad en la def inic iôn de
F ( C j^ > j ) .
En adelante, los sîmbolos (A , 0 ) j., hj denotarân a 
< (Aj^, 0 > J., J , respectivamente.
Implicitam e n t e , el teorema 2.1.5 représenta una generalizaciôn 
de la têcnica de los juegos de Ehrenfeucht a los lenguajes
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En un movimiento de tipo x de este juego, cada participante esco- 
ge una cantidad de elementos menor que K ; en un movimiento de tipo 
X, cada participante escoge un numéro finito de abiertos. Denotemos 
a este juego entre las estructuras (A,0) y (B,t ) por 
G'^[(A,a), (B.t )]. Vamos a introducir la nocion de K-funtor topol£
gico local. Se tendra que cualquier funtor F de este tipo, paralela- 
mente a lo que sucede con cualquier K-funtor local de [S] para el 
contexte clâsico. permite obtener una estrategia de victoria del j£ 
gador II en G*^  [f((A , 0) j, ) . F((B, t )j )], siempre que dicho participan 
te disponga de una estrategia de victoria en G*^  [(A .0 ^ )^ , (B^.t ^^ )]
para todo i 6 I. Tend remos,. por tanto, que cualquier K-funtor topologico
local F : V préserva la (L^^) ^-equivalencia. Esto es.
para todo < (A ,0 j^ ) > ^  , < ( B j^ .t ^)> j G TI . :
(A.,0^) (B..T.) (i G 1) = »  F((A.0)j) F((B,t )j ).
Sean h G P°[(A.0), (B,t )J y U. V secuencias finitas no va
cîas de abiertos de 0. t , respectivamente. Para k=1.2 escribir£
—  tf ——
mos U h V si:
1. ü y V tienen el mismo numéro de abiertos.
2. Si U = (U j ....,U^) y V = (Vj,...,V^), se tiene que
U j V j ,...,U^ V^.
2.1.6. Définie i o n . - Sea F : Dj-C^ ---->- V un funtor topolôgico. Di,
remos que F es un K-funtor topolôgico l o cal, si se cumplen las 
siguientes condiciones:
(i) F préserva la relaciôn C .  Esto es, dados
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< ( A j ,0 j^ )>j., <hj^> J , <h I> 6 n^Cj. con
G P° [(Aj^.cr. ) , se tiene;
h. C  h'. (i G I) F(h^) C  F(h').
1 — 1 ; 1 — 1
(ii) F lleva asociada una funciôn universal T, tal que dados 
<(Aj^,0.)>j 6 Hj.C^ y (A ,0) = F ( (A ,0) j) , se sigue que
existe una base de 0, que denotaremos por 0^, de tal 
forma que si 8^(0^^) es el conjunto de las secuencias f£ 
nitas de abiertos de 0 ,  se tiene que T induce una fun
cion parcial de ^ y ^ f ® 0o
(iii) Sean < (A ,0 ^ )^ > j. 6 IÏ ^ y (À,0) = F( (A,0) j.) . Para cual^
quier parte A* de A de cardinal < k existe una parte
A* de A de cardinal < tc (i G I), y para cualquier 
G 0^ existen J G  I con J f 0 y Uj secuencia fi-
nita no vac ia de abiertos de 0 j (j 6 J), de tal manera
que ;
(a) Para todo < h j ^ > G con b^  ^ G P°[(Aj^,0^) , (B^^.t ^)]
se tiene:
1 . Si A* Ç  dora ( h p  (i G I) , I* a dom (F(hj)°) .
2. Fij ado a G dom (F(hj)°), si U 6 Ô y
a G U^ Ç  U se sigue que si existe para todo j G J
una secuencia f ini ta no vac ia V. de abiertos de 
—  2 —
T j con Uj hj V j , podemos conelu i r :
1. <Vj>j 6 dom (T) y F(hj)°(a) 6 T(<Vj>j).
2. U F(hj)^ T(<Vj>j) .
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(b) Para todo < b 6 II^ .0^ , con h, 6 P*^[(Cj,Pj), (Aj^.O^^)] 
se tiene:
1. Si A* Ç  rg(h°) ( 1 6  1), À* Ç  rg(F(hj)°).
2, Fijado a 6 rg(F(hj)°), si U G 0  y a S U ^ Ç Ù  
se sigue que si existe para todo j 6 J una s e c u e£
cia finita no vacîa Wj de abiertos de con
—  1 —
Wj h j U j , podemos concluir:
1. <Wj>j 6 dom(T) y (F(h^)°)"^(a) 6 T(<Wj>j).
2. T(<Wj>j)F(hj.)^ Ù.
Es fâcil observar que ai F es un K-funtor topologico local 
y K J 2  m â x ( w ,K ) , F es un Kj-funtor topologico local.
El siguiente lema se puede demostrar por inducciôn sobre a.
2.1.7. L e m a . - Sean F : R ^.C  *■ V un K - f u n t o r  t o p o l ô g i c o  local
y 6 Üj-Cj. Si para todo i 6 I h 6 P^[(Aj,Oj) , (B j^*Tj )],
F(hj.) e p“ [F((A,a) j) , F((B, t )j )].
El teorema de preservaciôn es un corolario inmediato de 2.1.5 
y 2.1.7.
2.1.8. El teorema de p r e servaciôn.- Si F : R^C
K-funtor topolôgico local, F* préserva la (L^^) ^ , (L^^ ) j.-equiv£ 
le n c i a .
2.2. A p l i c a c i o n e s .
Cada operaciôn F que vamos a considerar podrâ ser expresada 
como un K-funtor topolôgico local para algun K. Las
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comprobaci o n e s , en cada caso, son faciles de realizar.
2.2.1. La complecciôn para grupos topologicos m ë t r i c o s .
Dado un grupo mêtrico (A,o) (en el que suponemos que O 
viene dada por una met rica invariante), denotaremos por (A,o) a su 
complecciôn standard. Por tanto, F ((A ,0))= (A,0). Para cualquier 
homeomorfismo parcial h G P°[(A,0), (B,r)] definimos F(b) de la 
siguiente forma:
1. dom (F(h)°) = { /  1. (a^)^ sucesiôn de Cauchy.
2. a^ 6 dom (h” ) (d 6 w).}.
Como h^ es continua, F(h)° esta bien definida. Sean 0 ^,
0 , T los conjuntos de esferas abiertas con centre en la unidad 
o o
de 0 , T, 0, T, respect i v a mente. Podemos cenirnos solamente a entor
nos de la unidad de los grupo s mëtricos. Sean 6 0^, G T ^ ,
U = " U O a  y V = V A  B . Entonces; 
o o o o
Ù F(h)^V 4==ë existe v' G t de radio mrnor que el de V ,O O o o o
tal que U h^ V .
o o
U F (h) ^  V "î I ' :• existe U* 6 0 de radio menor que el de
0 0  0 0
U , tal que U h^ V .
o 0 0
Consideremos ahora entornos cualesquiera de la unidad ü 6 0 ,
V G T . Ent o n c e s :
U F (h) ^  V 4=e* existen G 0 ^, G T^, taies que
U = ü ,  V C  V y U F(h)^ V„.o o —  '' o o
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Ü F(h)^ V <=> existen 6 G T^, taies que
» e u ,  V = V y U F(h) V .
0 — 0 o o
Se tiene que F(h) es un homeomorfismo parcial de (A,0) a (B,T).
Definimos T, cualquiera que sea (A,o), de la siguiente ma-
1. dom (T) = .
2. T(U ) = U , siendo U la esfera abierta de O de radio
o o o o
igual al de U^.
Se tiene que F es un Wj-funtor topologico local
2.2.2. Geometrîas de variedades de dimension f i n i t a .
Vamos a considerar la operaciôn que hace corresponder a un 
cierto (A,o) espacio vectorial topolôgico Tg sobre un cuerpo t£ 
polôgico fijado de a n t emano, su geometrîa de variedades de dimensiôn 
finita (A',a'). Por t a n t o , si la dimensiôn de (A,o) es <», ten 
d r e m o s :
(1) A' = ( (Aj,...,A ^ ,...), < '), donde:
1. A^ es el conjunto de las variedades n-dimensionales 
de A .
2. Para todo aj G A ^ , Sg 6 A^ con p < q: 
aj < ’ ag a| esta contenida en 3g.
(2) a' = (0J ,...,0^,...), donde 0^ viene dada por la base 
standard 0 ( A ) , la cual esta definida de la siguiente
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forma. Para cualquier U' subconjunto de A^, se tiene 
que u' 6 o(A^) si existen abiertos 6 a  t£
les que :
1, Si a J 6 6 , se sigue que a j ,...,a^ son
1 inealmente independientes.
2. Para cualquier a ' 6 A^ :
a ' 6 u ’ 'î' ■'* existen a j 6 Uj,...,a^ 6 U^, taies
que a' esta generada por a j , . . . , a ^ .
Escribiremos, entonces, U ' = |Uj,...,U^|. Si a ’ esta generada 
por a J , . . . , a ^ , escribiremos a ' = |a j , . . . , a^| . Si (A,o) es de
dimension finita, la def inic iôn de ( A ',0') es anâloga- Vamos a 
considerar a los elementos del cuerpo fijado de antemano como funci£ 
nés del tipo de similaridad de partida correspondiente al dominio de 
la operaciôn. Natural m e n t e , cualquier espacio vectorial topolôgico 
(A,0 ) que consideremos cumplirâ:
1, Para todo a j ,... ,a^ vectores linealmente independientes 
existen abiertos U j ^  a j , . . . , ^  a^, taies que para todo 
c J G Uj,...,c^ G se sigue que C j , . . . , c ^  son linealmeri
te independientes.
2. La funciôn consistente en hacer corresponder a vectores 
cualesquiera a j ,...,a^ linealmente independientes la V£ 
riedad | a j  a^ | es continua.
Tenemos, pues, F((A,0))= (A ',0 '). Para cualquier 
h 6 P ° [(A,o ) , (B,t)], definimos F(h) de la siguiente manera:
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Sean
1. dom (F(h)^) = { I a J ,...,a^I / 1. a j ,...,a^ linealmente in
dependientes .
2 .  a J , . . . ,a^ 6 dom (h*^)
2. F (h)°(I3j,-..,a^|) = |h°(aj),...,h°(a^)I.
U' = lUj,...,U^|, V  = |Vj,...,V^| abiertos de Cf(A^),
respectivamente. Entonces, para k=l,2:
U' F(h)*^ V  4=» (£=l,...,n).
Si U ', V' son abiertos cualesquiera de 0^, T ^ , respectivamente, 
se procédé de forma analoga a 2.2.1. Esto mismo ocurrira con el re£ 
to de las aplicaciones.
Definimos T, para cualquier (A ,0), de la siguiente manera:
1. dom (T) = {<Uj,...,U^> / n ^  1, Uj,...,U^ 6 0 y para todo
a J G U J ,. ..,a^ G se sigue que
a J ,...,a^ son linealmente indepen 
d ientes}•
2. T ( < U j ,...,U^>) = |Uj,...,U^|.
Se tiene que F es un tü-funtor topologico local.
Las restantes aplicaciones se refieren a los productos gener£ 
lizados topologicos mas usuales.
2.2.3, El pro d u c t o .
Para cualquier familia < ( A , 0 > j., tenemos F((A,o)j) =
= (IIjAj^, Ilj0j) , donde es la topologîa usual del producto.
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Para cualquier familia <h^>j de homeomorf ismos parciales con 
h J G P° [ ,0 definimos F ( h ^ ) de la siguiente forma:
1, dom (F(hj)°) = { ( a . ) / a ^ G dom (h?)}.
2. F(hj)*’ ((a.)j) = (h°(a.))j.
Sean ü, V abiertos de las bases standard de 11^ .0^ , Il^T ^ , respec­
tivamente. Entonces, para k=>l,2:
U F(hj.)^ V 4 " 1. Para todo i G I:
U (i) 0 A^ 4=m V(i) 0
2. Para todo i G I con ü(i) 0 A ^ :
U(i) hJ V ( i ) .
Definimos T, para cualquier familia <(A^^ ,r j., de la s£ 
guiente forma:
1. dom (T) = {(ü. ,...,U. ) / n > 1, U. G o .  ,...,U. G 0 . ,
'l ^n ^1 ^n ^n
U. 0 A, ,...,'u. f A. }.
^1 ^1 ^n ^n
2. T(U. ,...,U. ) = U, con
1 ^n
U(i)
, si i = ij^  y k G {l,...,n}
A , en caso contrario
Se tiene que F es un 2-funtor topologico local.
2.2.4. El producto con la topologîa ca.ja.
Esta operac iôn se puede expresar como un 2-funtor topolôgico 
local. La d emos t raciôn es similar a la de 2.2.3.
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2.2.5. La suma d i r e c t a .
Para cualquier familia <(A^,a^)>j., tenemos F((A,a)^) =
= (®jA^, , donde ®^o^ es la topologia relativizada de la to^
pologîa caja del producto. Para cualquier familia <h^>j con
h ^ G P ° [(A^,a ^ ) , , definimos F(hj) de la siguiente manera:
1. dom (F(hj)°) = {(a^)j. / a^ G dom (h?) y a^ = 0 para una
cantidad cofinita de Indices i } .
2. F(hj)°((a.)j.) = (h°(a.))j.
Sean U, V abiertos de las bases standard de ®^o^, respe£
tivamente. Sean U ’, V' abiertos de las bases standard de las topo^
loglas caja del producto, tales que U = U *O  ®^A^, V = V ' ® l ® i ’ 
Entonces, para k=l,2 :
U FXh^)^ V 4 = »  U'(i) hj V ’(i) (i 6 I).
Para définir la funcion T se procédé de manera similar a
2.2.3 y 2.2.4.
Se sigue que I es un 2-funtor topoIdgico local.
2.2.6. La s u m a .
Para cualquier familia < (A^ » ^ ^  (podemos suponer que los
universes de las estructuras A^ son disjuntos dos a dos), tenemos 
F((A,o)j) = (EjA^, E^a^), donde E^a^ es la topologia suma. Para 
cualquier familia < b ^>2 con 6 P°[(A^,ff^), definimos
F(hj) de la siguiente forma:
1. dom (F(h^)°) = dom (h?).
iGI ^
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2. Si a G dom (hu), F(h^) (a) = h.(a).
Sean l', V abiertos de las bases standard de E^T^, respec^
tivamerte. Entonces, para k=l,2:
V F(h;)k V < = *  existe i G I tal que U 6 V G
y ü hj V.
Definimos T, para cualquier familia <(A.,0^)>j, de la si­
guiente forma:
1. dom (T) = \J a . .
iGI ^
2. T(U) = U.
F es un 2-funtor topolôgico local.
2.2.7. El producto r e d u c i d o .
Esta operaciôn hace corresponder a una familia de estructuras 
topologicas <(A^,0j^)>j, la estructura » donde
D es un filtre sobre I fijado de antemano y es la topolo
gîa inducida por la topologia caja del producto. Esto es, si y es 
la base standard de la topologia caja, la base standard de 
viene definida por {U/g / U G y}, donde U/p = (a/D / { i G I /  
a(i) 6 U(i)} G D } . Procediendo como en las aplicaciones anteriores, 
se demuestra que esta operacion puede ser expresada como un 2-funtor 
topologico local.
Se sigue que las operaciones tratadas en 2.2.1 - 2.2.7 verifi- 
can los resu 1 tados de preservaciôn derivados de 2.1.8. Es fâcil obser^ 
var que si K _< üi , F es un K-funtor topologico local y existe 
n G ü) t*l que todo elemento (igualmente, todo abierto) de F((A,0)j.)
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da lugar a tnenos de n elementos ( r espec t ivament e , menos de n
abiertos) en (A^,o^>, se sigue que F préserva la (L^^)^-equiv^
lencia, en el supuesto de que los tipos de similaridad de partida 
sean finitos. Este hecho se puede aplicar a las operac iones tratadas 
en 2.2.3 - 2.2.7. Para el producto reducido es posible obtener resul^ 
tados tnâs fuertes, como vamos a ver ahora.
Sea  ^t lenguaje obtenido a partir de y
del cuantificador Qx, que expresa "existen 2^° elementos". Si
(A,a) y (B,t ) son (Q))^-équivalentes, escribiremos
(A,a) (B,t ). Un filtro D sobre I es cü-regular, si existe
un conjunto de la forma { /  n 6 (i)} , tal que G D (n 6 w) y
^  I = 0 .  No es difîcil generalizar al contexte topologico las 
nGü) "
tecnicas int roducidas en ^ 1, teorema 2.7] y [21, teorema 2.7], y o_b 
tener el siguiente resultado:
(+) Supongamos que el tipo de similaridad de partida es numer^ 
ble. Sean D un filtro w - regular sobre I y <(A^,0^.)>j, 
<(B^,T^)> j. families de estructuras topologicas. Entonces;
< = > =L  I) =Q
(b) (A..a.) 5^^ (B..T.) (i S I) - *
Hf (Bi,T^>/p.
S in embargo, este resultado ( + ) se puede obtener de inmediato, a pa_r 
tir de los dos siguientes resultados (1) y (2), que corresponden a
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[ll, teorema 2.8] y [l2, 1- parte, corolario 4.17], respectivamente.
(1) Supongamos que el tipo de similaridad de partida es numera­
ble. Sea D un filtro w-regular sobre I. Entonces:
(2) Sean (A,a), (B,x) estructuras topologicas con
(A,a) (B,t ). Existen una estructura topologies (C,y)
y bases y ^ , y^ de y, tales que (C,y^) (A,0) y
— 40 —
CAPITULO 3
L ^ -EQUIVALENCIA PARA ESPACIOS
A lo largo de este capîtulo, vamos a trabajar con espacios topo^ 
logicos T g , los cuales seran denotados por A ,B ,... .En este pun- 
to cambia, pues, la notacion con respecto a los dos primeros capîtu- 
los, en donde tales simbolos representan estructuras algebra i c a s .
3.1. Propiedades de primer orden de espacios T ^ .
Las nociones y resultados que vamos a citar en este breve sub- 
capîtulo estan expuestos en ^12, 2- p a r t e ] .
Para cada n G u) se define el conjunto de n-tipos para (L ) ,
-------  (1)0) t
Tjj, de la siguiente forma:
To = {*}.
(* es un sîmbolo fijado).
Si n 2  1 :
Tn = T ( V l ) .
(P(T^_j) es el conjunto de partes de _^).
Tg 0, {0}, {{*}}
7*1 0. {*}
Para todo A espacio y a 6 A, se define el n-tipo de a
en A, t (a,A), de la siguiente manera:
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I t^(a,A) = *. .
 ^ Si n > 1:
t^(a,A) = {a 6 j / para todo abierto U ^  a existe
c 0 a con c 6 U y t^_j(c,A) = a}.
Si a es aislado en A, tenemos que tj^(a,A) = 0 .  Si a es 
de acumulacion en A, t ^ (a ,A) = {*}. Si a es punto de acumulacion 
de puntos aislados y punto de acumulacion de puntos de acumulacion, 
t2 (a,A) = ( 0 , {*}}. Si a es solamente punto de acumulacion de pun 
tos aislados, tgCa.A) = {0}. Si a es solamente punto de acumula­
cion de puntos de acumulacion, t^Ca.A) *= {{*}}. Observese que si a 
es aislado, t^(a,A) = 0  (n 6 w ) .
Sean m,n 6 w con m _ < n  y a 6 7^. Se define el m-tipo de a , 
(a)^, de la siguiente forma:
(a)o = *.
Si m 2  1 :
(a)^ = / B 6 a).
Vamos a citar, a continuacion, las propiedades mas interesantes 
de los tipos para .
(a) Si A es un espacio T^, a G A y m n :
(por tanto, el n-»tipo de a détermina el m-tipo de a).
(b) Si A es un espacio T ^ , U es un abierto de A y a G U,
se tiene para todo n G üj:
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t^(a,A) = t^(a , U ) .
(c) Si k ^  m 2  , se sigue:
1. Para todo a G existe B G con a = (B)^ .
2. Si a G T^, (a)^ = a.
3. Si a G r^, (a)^ =
Se deduce de (a) que la -union disjunta de los conjuntos t i e^
ne una estructura de arbol, si considérâmes la relacion _<, definida 
por :
a < B < » a G T , g G T , m < n y a = (B)„-—  m n —  m
Para todo A espacio T ^  y n G ü ) ,  se define la funcion
^n T n_________ ^ ^   ^  ^ de la s i g u i e n t e  forma:
K^(a) = numéro de elementos de A de n-tipo a.
Se tiene que = \J es una funcion bien definida; esto es, la
nGü) "
expresion "el tipo de a en A es a" carece de ambigüedad. El s2  
guiente resultado es la caracterizacion de la (L^^)^-equiva1encia 
para espacios T ^ . En la parte mas importante de la demostrac i o n , se 
prueba que es posible encontrar para todo n G w una estrategia de 
victoria del participante II en el j ue go de Ehrenfeucht de n movi^ 
mien t o s , a partir de las propiedades (a) y (b).
3.1.1. Teorema (Flum-Ziegler) .* Sean A, B espacios T^. Enton-
A B = K®,
ü)ü)
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Para todo A espacio T^ y n 6 w, se define la funcion 
K^|n+1 de la sigui'nte manera:
K^|n+l(a)
K^(a), si K*(a) < n + 1 .
n
n+1, si K*(a) > n + I .
n
En 3.1.1 se demuesira:
K"|n+1 = C°ln+1 (n 6 w) = »  A B.
n ' n ' ùXi)
3.1.2. Corolario.- îea <{) una sentencia de (L ). . Podemos encon 
  U)0) t —
trar de manera efediva un cierto n^ G w y ciertas sentencias de 
la forma |n^+l= h", de tal manera que (|> es equivalents en
espacios a la lisyunciôn de dichas sentencias.
El siguiente Bsultado da lugar a un proceso de decision para 
la teorîa de espacio .
3.1.3. Teorema (Flui-Ziegler) .- Sea h :  *- w Las dos
siguientes condicioies son équivalentes:
(i) Existe A espacio Tg con = h.
(ii) Existe una relacion transitiva < sobre t/ = {a G / 
b(a) 0 0}, tal que:
1. <a 6 l' =*■ a = { / '  B 6 M y a < B).
2. Qt no miiimal = »  h(a) = «>.
Dados A  espffio T, y a G T , se dice que g es satisfacti-
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ble en A , si existe a 6 A con t ^ ( a ,A) = a. Esta nocion, al igua 
que las anterior es, puede ser definida para cualquier espacio topol^ 
gico (no necesariamente T ^ ) .
Vamos a comprobar que si a es satisfactib1e en un espacio to­
pologico, a es satisfactible en un espacio T ^ . Supongamos que exi^ 
te un espacio topologico A con K* (a) 0. Procediendo como en la
demostracion de 3.1,3, se puede probar la existencia de una relacion 
transitiva < sobre (/ = (g G / K^(g) f O) , de tal manera que 
para todo g G K , se tiene que g = { (g) ^   ^ / g G (/, a < g} . Sea 
h :  *■ (li \J definida por :
h (g) =
K^(g), si a es minimal en o g 0 t/.
si g 6 V y a no es minimal.
Se d e d u c e  de 3.1.3 que a es s a t i s f a ctible en a l gun e s p a c i o  T ^ .
Sea T un conjunto numerable y £ un orden parcial sobre T. 
Se dice que (T, 2) e s un ü)-a rb o l , si para cualquier a G T se t ije 
ne que el conjunto {b / b a} es finito y esta linealmente orden^ 
do por 2" Para cualquier a G T, llamaremos cono de a al conjuii 
to c (a) = {b / a £  b}. Denotemos por N(a) al conjunto de los su- 
cesores inmediatos de a. Para cualquier A Ç. N(a) finito, se de­
fine U.(a) = (a) LV \J c(b). Se tiene que {U,(a) / a G T,
“ b6N(a)-A ^
A ^  N(a) finito} es base de una topologia T^ sobre el conjunto T, 
en la cual cada U^(a) es un cerrado. Denotemos a dicha topologia 
por . El siguiente resultado, al igua1 que los anteriores, nos 
sera de utilidad en este capîtulo.
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3. 1.4. Teorema ( Flum-2 i eg 1 er ) Sea A espacio T^ numerable. Existe
un w-a rbol (T,£) , tal que A - (T,0^).
Si (T,£) es un w-arbol, diremos que (T,o^) es un lo-arbol 
con la topologia induc i d a .
3.2. Productos d ç espacios T ^ .
Suponemos que I es un conjunto de indices no vacio. Para cua_l 
quier familia <A^> ^  de espacios T ^ , denotaremos al producto de 
los espacios A^ con la topologia caja por X ^ A ^ .
Vamos a définir para todo n G w - {0} una funcion producto
x" sobre , tal que para cualquier familia < A ^  ^ de espacios T ^
y cualquier (a  ^ G Xj^A^:
t^((a.)i,XjAi) = xj t J a . , A . )  ,
Définiremos para todo n 6 w - {0} un orden lineal <" sobre el con 
junte T* de n-tipos satisfactibles, tal que para cualquier familia
<ai>i de Cales tipos:
Se tendra que no sera siempre un i c o con respecte a esta propie-
dad. Podremos construir, a t raves de la funcion x " , una funcion d e^ 
cidible, que cumplirâ el teorema de Fcferman -Vaught para productos 
de espacios T ^  con la topologia caja. El teorema 3.1.3 permitirâ, ad^ 
mas, obtenor una funcion optima.
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(A). El teorema b asi c o .
3.2.1. D efinicion.- Vamos a définir por induccion sobre n 6 w - {O} 
(el caso n = 0 no ofrece interês) una funcj6n sobre de la
siguiente f o r m a . Para cualquier familia  ^ de 1-tipos, defini-
{*}, si = {*} para algGn i G I .
0, si = 0 para todo i G I .
Si n > 2 y  ^es una familia de n-tipos *def inimos :
x"g. =  \J {x""^ p. / 1. p. 6 a. (i 0 J).
i X j C i ^  1 1 1
2. p. =
J 0 I
Supongamos que c a r d (I) = 2. Tenemos:
(i 6 J).}.
n- 1
x' 0 {*}
0 0 {*}
{*} {*} {*}
y «J ,c*2 « T„ se
$2 / 6^ 6 Oj 02
n- 1
/ &2 ® «2^ ^®2^n-l  ^ ^1 ® “ l^*
Tenemo s :
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2X 0 {0] {0,{*}} {{*)}
0 0 {0} {0,{*}} {{*}}
{0} {0} {0,{*}} {0,{*}} {{*}}
{0,{*}> {0,{*}} {0,{*}} {0,{*}} {{*}}
{{*}} {{*}} {(*}} {{*}} {{*)}
Por ejetnplo,
{0} {0} = {0 0} V  (0 ({0})j} = {0} U  (0 {*}}
= {0 , {* } } .
Sin embargo,
{0} x^ {0} = {0 x^ 0} V  {0 x^ ({0})2) = {0} U {0 x^ {0}}
= {0, {0}} .
Por tanto, si n £  2 y a , g 6 no es cierto en
general que gx"g coincida con gx"^^ g . La razon es que (g) pu£
de ser d is t into de (g) n-1
nEs obvio que x (n £ 1) es una operaciôn conmu ta t i v a . En 
el siguiente lema, se demuestra que x" es a soc ia t i v a . Cuando b a g£ 
mos uso de êl, no haremos mène ion explicita de ello.
3.2.2. L e m a .- Sea <g  ^ una familia de n-tipos. Para cualquier
con I ' 0 0 e se tiene:
n , n . n / n .
Xj g j = ( x p  g . )x (Xj_j, g^) .
Demos t rac ion ; Vamos a probar:
(1) Para cualquier m £  n con m £ 1 y cualquier familia
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<a^> de n-tipos, se tiene que
<«" “ i>„ - <
A partir de (1), se demuestra fâcilmente este l e m a , procedien 
do por induce ion sobre n.
Para probar (1), vamos a procéder por inducciôn sobre m. El
caso m = 1 es inmediato. Pues, para todo n £  1, tenemos:
(x^ ^ “ 0 ( i G I )  + = *  ^"i^ 1 “ ^ '
Supongamos que ra £  2 y que la afirmaciôn es cierta para m-l. Sea
B G (x” aj^)^. Se sigue que existe x^  ^ 6 x” tal que
g = (x"  ^ g.) , . Por la hipotesis de induccion, g = xY" \ g . ) , .
i, X tn— 1 i l  m — i
Tenemos:
1. Existe i G I  con g^ 6 a^.
2. Para todo i G I ,  gj, G ô gj = ^**i^n-l*
Por tanto, g G x" (g.) . En consecuenc i a , (x" g.) (C. x™ (g.) .
i i f n  i x i n  i i m
Sea g G X™ (g.) . Por tanto, existe x™  ^( g . ) , G x!î'(g.)
1 X m i l  m — i i X m
con g = X™  ^ ^^i^m-1 ^ tal que:
1. Existe i G I  con G g^.
2. Para todo i G I ,  g^ 6 g^  ^ 6 Bj “ g^
Para todo i G I ,  definimos g^ por
gj » si g^ G g^
Se sigue que g ^ x™ 7*or la hipotesis de inducciôn.
m - 1
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g = (x"  ^ g'.) En consecuenc i a , g 6 (x" a.) . Por tanto, tam-
I i ïn— 1 i 1 tn
bien se cumple que x"’ (a . ) C. (x" a . ) j1 1 ni — 1 X m ' —I
El siguiente lema, que expresa una de las propiedades basi-
cas de la funcion x ^ , nos sera de utilidad en esta seccion 3.2.
Tanto el apartado (a) como el (b) se demuestran s in dificultad por
inducciôn sobre n- Para probar (b), tëngase en cuenta que para to
do n _> 2 se tiene que ( { ... {*} ... }) j = { ... {*} ... }
n n n-1 n-1
3.2.3. L e m a . - Sean n £  1 y <a  ^ una familia de n-tipos.
(a) Sea J = {i 6 I / 0 0}. Si J 0, se tiene que
n n
«1 = ’'j “ j-
(b) Si existe i 6 I con a. = {... {*} se tiene que
1 n n
Xj a. = {... {*} ...},
 ^ n n
Teniendo en cuenta que es finito, no es difîcil demos-
trar por inducciôn sobre n el siguiente resultado.
3.2.4. El teorema b a s i c o .~ Sean <A  ^ una familia de espacios T ^
y (a^)j G XjA^. Para todo n £ 1 se tiene que
3.2.5. O b s e r v a c i o n e s ( a )  El t e o r e m a  bas ico p e r m i t  e o b t e n e r  la 
"jA. ' A.
funciôr K a p a r t i r  de las f u n r i o n e s  K . Para c u a l q u i e r  n - t £
po a, tenemos:
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X A A.
K  ^  ^ (a) = I n K ^(a.).
a. n-tipo 
X? a. = a
Por tanto, ai c a r d (I) = 2
(ctj ,«2 )
a, , a., n-tipos 
«0 = 0
(b) Para cualquier familia <A^>j de espacios T^, denotemos 
por TÎj A^ al producto de los espacios A^ con la topologia usual. 
Si I es finito, la topologia caja coincide con la usual. Lo mismo 
sucede si A^ consta de un unico elemento para una cantidad cofini­
ta de Indices i, en el supuesto de que I es infinito. No vamos a 
considerar, por tanto, ninguno de estos dos casos. Sc sigue que en 
lIjA^ todos los puntos son de acumulacion. Por tanto, para cualquier 
n-tipo a:
, si a = { .
lo.
(c) Para cualquier familia <A^>j de espacios T^ disjuntos 
dos a dos, denotemos por ^x^i ® Is suma de los espacios A^. Ob­
servese que si a . 6 A^ , se sigue que t^(a^,A^) = t^ (a ^  , î: A^ ) .
Por tanto, para cualquier n-tipo a;
r . A , A .
K ^ (a) = I K ^(a) . 
iGI
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(B), Algunas c o n s e c u e n c i a s «
Si para cualquier familia < (Aj^  estructuras topolo­
gicas para un mismo tipo de similaridad (naturalmente, X 0 0), de- 
notamos por X^A al producto algebra ico de las estructuras A^ y 
por a la base standard de la topologia caja de X^A^, se t Î£
ne, haciendo uso de la terminologie de [d], que (X^A^, X ^ G ^ ) es 
un producto g e n e r a l izado y relativizado respecto a
( P ( 1 ) » 0  , LV , 1) . Denotemos por Xj(À.,G^) al producto de
las estructuras (Aj,a^) con la topologia caja. Llamemos 
s t : L ---► w a la funcion decidible que es construida en el teo
• ÜKl) —
rema de Feferman-Vaught (véase [9, teorema 6.6.]). Se sigue que p£ 
ra cualquier sentencia (f) de (7^^)^. y cualquier familia 
<(Aj,Gj)>j de estructuras topologicas, se cumple:
X^ (A^ , G . ) 1= (|) ===> e x i s t e  ^  I con card ( f^) £  st((J)),
tal que para todo 1' Ç  I con 
se tiene que X^,(Àj^,Oj^) (f,.
Para todo n G w , sea T* = {a 6 / a sa t i s f ac t ibl e en a_l
gun espacio } •
Para todo n £  1, vamos a définir un orden lineal sobre
T*, tal que para cualquier familia <g ^, > ^  de n-tipos satisfactibles
y cualquier J C  I con J f 0 se cumplirâ que x? g. x? g.. Co 
mo T* es finito, tendremos que para cualquier familia <g  ^ de 
n-tipos satisfactibles, el producto x" g^ se estabilizarâ a par­
tir de un cierto subconjunto finito de I. Como toda sentencia
<{) de  ^ es équivalente en espacios T ^  a una d isy une ion de
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sentencias de la forma K n +1 = h , las cuales nueden ser obte
n ' o ‘ —
o
nidas de una manera efectiva, podremos construir roediante el teore­
ma bâsico una funcion decidible p : (7.^^) ^ — ► (i) que ve r if ic ara el
teorema de Feferman-Vaught para productos de espacios T^ con la to­
pologia caja.
Sea I un conjunto infinito de Indices, y para cada i 6 I 
sea un espacio infinito con la topologia dîscreta. Consideremos
el producto de los espacios A^ con la topologia u s u a l , îîj.A^ . Se 
sigue que TîjA^^I d i s e . Sin embargo, para cualquier 1^ ^  I finito, 
se tiene que ÎI^  A^ fcr d i s e . Por tanto, no existe ninguna funcion que 
verifique el teorema de Feferman -Vaught para productos de espacios 
con la topologia usual.
3.2.6. Def inic ion r Vamos a définir por induce ion sobre 
n G ü ) -  {0} una relacion de orden lineal sobre T*, de la
siguiente manera:
<j) {*} .
Supongamos que n £  2. Sean a,g G T* con a?*g. Si a=0 y g 0 0,
definimos a <
<”  ^ . . .  ^ y gj  ^ ... <"  ^ gj_, distinguimos dos ca­
sos :
Caso 1
Existe k £  0, tal que ^ g^ Sea m = mlnimo { k £  0/
/g p , f g , } . Si ccn <"  ^ g_ , definimos g g; en caso con 4^ k r — K in r—m —
trario, definimos g <" g.
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Caso 2
No existe tal k E n t o n c e s ,  comparâmes t con r. Si 7 < r ,
definimos g <" a; si r < I, definimos a <" g (si £=r, tendrîa
mos a = g) .
Se tiene que <" es un orden lineal sobre T*. Observese
que para cualquier a n-tipo satisfa c t ible, si a 0 0 y
g f {*} ...} se tiene que 0 G g. Vamos a comprobar que si
n n
estâmes en el caso 2, se cumple que g = {... {*} ...} o
n n
g = {..■ {*} ...}. Si no fuera asî, tendrîamos que g^ = 0 y gj=0-
Supongamos que £ < r (de igual manera se procédé, si r < £). Se
seguirîa que para algun , gp 0 gj se tendrîa que 
cual no es posible. Tenemos:
îp = gj = 0. lo
0 < {*}
0 {0} {0, {*}}<^ {{*}}
Si g, g G g < o g = g, escribiremos g £
3.2.7. T e o r e m a .-' Sean n £ 1, < g ^  una familia de n-tipos satisfa£ 
tibles y 3 Q  l con J 0. Entonces, x” g ^ x" g^.
Demostrac ion : Si g j = 0 para todo j G J, el caso es obvio. Si pa 
ra algun i G 
3.2.3 (b) que
G I  se tiene que g. = {... {*} ...}, se sigue por
 ^ n n
x" g. <" x" g. = {... {*} ...}.
-7 J -  I l  n n
Supongamos que no nos encon tramos en ninguno de estos casos. Por
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tanto, si 0 0 se tiene que 0 G . Se sigue que 0 6 x ” aj
Por tanto:
(1) x" a. f {... {*} .
J J n n
Sea B = Xj  ^ 6j G Xj ttj. Para todo i G I ,  definimos:
B. , si i G J ,
0 , si i 0 J .
Se sigue que  ^ ® x" Por 3.2.3 (a), tenemos que
B •= Xj  ^ g %  Por tanto:
(2) x" «j G  « i "
Se deduce de (1) y (2) que x" a, < x^ a^.
Por tanto, para cualquier familia <a  ^ de n-tipos satisfa£ 
tibles se tiene que a x" ( i G I). Este hecho contrasta con
lo que sucede en el contexte clâsico. Si considérâmes, por ejemplo, 
lo expuesto en [s, capîtulo 6], observamos que los tipos de Hintikka 
-Fraissê para sentencias de rango n constituyen el conjunto de ât^ 
mos de un algebra de Boole f ini t a .
Sean n £  1 y <g^^>^ una familia de n-tipos satisfactibles.
Vamos a comprobar que existe ^  I finito, tal que x" a =
= x" g.. Para ello, vamos a procéder por induce ion sobre n. El 
o ^
caso n=l es inmediato. Supongamos que n £  2. Si g^ = 0 para
una cantidad cofinite de x-nd-ic^s i o {*} v. .} para
1 n n '
algun i, es suriciente aplicar 3.2.3. Supongamos que no estamos
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eu estos dos casos. Por tanto, s i 0 0 se sigue que 0 G g^. Co
n 
I
mo x" g . es finito, aplicando la hipôtesis de inducciôn, se sigue
que existe ^  I finito y no vacîo, tal que
pues
inmed ia t amen t e de 3.2.7,
I “ i G
Asî,
x" g^ = x" g.. Por tanto, el siguiente lema se puede obtener
3.2.8. Lema.- Sean n > 1 <g^>j una familia de n-tipos satisfa£
tibles. Existe C  I finito, tal que para todo I ' ^  X con
1- ^  I ' , se sigue que x V g . = x , g . .
“ i I ’
3.2.9. Observac i o n .- Vamos a comprobar que en general la relac iôn de 
orden lineal <" no es un ica con respecto a la prop iedad expresada 
en el teorema 3.2.7. Consideremos el conjunto T j . Haciendo uso del 
teorema 3.1.3, vamos a comprobar que el conjunto Tg esta formado 
por los siguientes elementos:
1 = 0.
2 = {0} •
3 = {0. {0}} .
4 = {0, {0. {*}}}.
5 = {0, {0}. {0. {*}}}.
6 = {0, {{*}}}•
y = {0. {0}. {{*}}}.
8 = {0. {0. {*}}. {{*}}}.
9 = {0. {0}. {0. {*}}, {{*}}}
Tô = {{{ *}}}.
Para ello, podemos considerar las relaciones transitivas, dadas por
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los siguientes grafos 
Grafo 1
T
Î
2
t
3
Grafo 2
Grafo 3
\
\ - < 7
Grafo 5
\  f
Grafo 4
i  ip\ f
Grafo 6
I)
i X, 10
\ û /
Grafo 7
g
D
10
Es claro que ningun otro 3-tipo es satisfactible. Tenemos
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T T 2 3 4 7 6 7 8 9 T ô
2 2 3 5 5 7 9 9 9 9 T ô
3 3 5 5 7 7 9 9 9 q T ô
4 4 7 5 4 7 8 9 8 9 T ô
5 5 5 7 7 7 9 9 9 9 T ô
6 6 9 9 8 9 8 9 3 9 T ô
7 7 9 - 9 9 9 9 Q 0 9 Tô
8 8 9 9 8 9 8 9 0 Q T ô
9 9 9 9' 9 ? 9 9 9 9 iTi
Tô TÔ T ô T ô TÔ Tô TÔ TÔ TÔ TÔ T ô
Se tiene que 1 < 2 9 10. Definimos sobre Tg la re­
lacion de orden lineal <' port
T  < ' 7  < ' 2 < ' 3 < '  4 <' 5 < ’ b < ’ ' 8 < ' ? < ’ Tô,
Es claro que <' cumple lo requerido.
Para cualquier A espacio y cualquier n > I, definimos: 
T^(A) = {a G / a satisfact ible en A}.
K (A) = {(a, K^ln+1(g)) / g n-tipo}.
Para cualquier familia < A  ^ de espacios y cualquier 
n 2 1, def in i m o s :
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x" T^( a .) = {x" g. / g. G T^CA.) (i G I)}.
i n x  i l  1 n i
x ” K;(A.) = {(B,m) / (a) 6 6 x" T ^ ( A ^ ) .
(b) Si H “
6 K'(A^) y x" g^ = B)
se tiene que
m = minimo { % ÎI, m . , n + 1},},
6 H
Observese que por el teorema bâsico, tenemos:
T„(XjAi) - x; T„(*i).
K ; ( X j A i >  -  x ;  K ^ C A j ) .
En el siguiente resultado, aplicaremos el teorema bâsico sin hacer 
mène ion explicita de ello.
3.2.10. T e o r e m a .- Sea A una sentencia de (L ).. Podemos encon-
  ^ U)U t
trar de manera efectiva un numéro natural , tal que para cualquie
familia <A de espacios T^, se tiene :
X-A. t  d) = *  existe I C  I con card(I ) < m , tal que
i l l   ^ O * ^ 0 —  0
para todo I ' Ç. I con ^ 1 ' ,  se tiene que
X i *  A i  ^  <(i.
Demostracion: Sea "K^ |"^+1 = hj" V ... V "K^ |"^+1 “ h^" la dis-
o o
yunciôn de sentencias équivalente a <)) en espacios T ^ , dada por
£
3.1.2. Sea r^ = mînimo {£ 6 ü) / 2 £  n^ + 1 } . Definimos
m = card (T* ) + r .
- 59 -
Por 3.1.3, puede acr obtenido de manera efectiva. Supongamos que
X^A (= . Entonces, para algun k G { 1 , . . . , r } :
(X^A^) = {(a,hj^(a)) / a n^-tipo}.
Distinguimos dos c a s o s :
Caso 1
Existe i^ 6 I, tal que A^ no tiene puntos aislados." Se si­
gue por 3.2.3 (b) que
K “ (Xj A.) = {({... {*} ... }, n^+1)} U { (g,0) / a G
o n^ "o "o
y a  ^ . {*} ... }}.
"o "o
Sea = {i^}. Si I' ^  I con C l ' ,  tenemos que
\  - "ô <Vi>-
o o
Por tanto,
Xj « A^ [r <J) •
Caso 2
Para todo i G I ,  A^ tiene algun punto a i s l a d o "  Como el con­
junto de n^-tipos es finito, existe por 3.2.8 y 3.2.3 (a) un subcon
junto de I con card (I^) £  card (T* ), tal que para todo
I' $  I con 1^ Ç. I ' se sigue que
T. 'A;).
o o
Por consiguiente, existe C  I con card (1^) £  m ^ , tal que para
todo) I ' C  I con I^ C  I' se tiene que
\  O'!.*!)-
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Por tanto, si 1' Ç  I con C  I':
Xj,A.|r <}). ^
En la demostraciôn de epte ultimo resultado, sc puede tomar
m^ = card (T ) + r , y no hacer uso del teorema 3.1.3. El siguien 
o
te resultado es un corolario inmediato de 3.2.10.
3.2.11. Corolario.- Sea A una sentencia de (L ).. Podemos encon
-----------  ^ ww t —
trar de manera efectiva un nGmero natural m^, tal que para cualquier 
familia <A^>^ de espacios existe 1^ I con card ( )  <_ m ^ ,
tal que para todo I* Ç I con C  I ' se tiene:
^i , A ^  *.
Los dos siguientes resultados corresponden a [9 , corolario 6.7 
y teorema 6.8], los cuales son dos de las consecuencias mas inter^ 
santes del teorema de Feférman-Vaught. Uno de estos resultados se 
cumple, incluso, para productos de espacios con la topologia usual.
3.2.12. C o rolario.- (a) Sean <A^>^ una familia de espacios y
<|> una sentencia de Entonces:
Aq X . . .X A^ 1= 4) (ngw) ==» X^A^ \z <l> •
(b) Sean $ un conjunto de sentencias de  ^ y A la c 1^
se de todos los espacios que son modelos de $. Si A es cerra- 
da respecto de la operaciôn de tomar el producto de dos espacios ,
A es cerrada respecto de la operaciôn de tom'ar el producto de un nu
mero infinito de espacios T^ con la topologia caja.
Los apartados (a) y (b) de este Git imo resultado no son ciertos.
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si consideramos el producto con la topologia usual. Para comprobar 
esto, podemog considéra r, respect ivamen t e , <}) = disc y ^ = {disc}.
3.2.13. T e o r e m a .- Sean I un conj unto de indices no numerable y 
<A^>^ u n a familia de espacios T^. Existe un subconjunto numerable 
I* de I, tal que para cualquier I ' ^ I  con I* <2 I', s e t i e n e  
que
_t 
I"i "(1)0)X,A_. S... X_,A^ ,
Este dltimo teorema es cierto, si consideramos el producto con 
la topologia usual, Para comprobar esto, podemos soslayar el caso 
trivial en el que A ^  tiene un Gnico elemento para una cant idad co^  
finita de indices i G 1. Sea I* un subconjunto infinito numera­
ble de I, tal que para todo i G I* se tiene que card(A^) 2 ^ « 
Sean I ' C  I con I* Ç  I', n G w y cx n-tipo. Tenemos:
IlA
K 1(a) = K 1(a) =
a - {••• {*}
0 ,  si a ^
n n
Es suficiente, por tanto, aplicar el teorema 3.1.1.
Vamos a demostrar a continuacion que es posible optimizar de 
una manera efectiva, a partir del teorema 3.1.3, cualquier funcion 
decidible que cumpla el teorema de Peterman-Vaught para productos 
de espacios T^ con la topologia caja. Sean A espacio y n ^  1. 
Si X = K^(A) y r 2 3, denotarcmos por (Z)^ a 1 producto
Z x” . x" E . Definimos (E)° = {(0,1)} \J {(a,0) / a n-tipo,
a 0} . Si <() es una sentencia de ^ r 1 , escribiremos
FV(r,(j)) si para cualquier familia <A.>^ de espacios T^, se tiene;
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X,A. 1= (j) existe I C l  con card (I ) < r, tal queI I »  o —  o —
para todo I' Ç  I con I^ C l ' ,  se tiene 
que Xj , A . (r 4>.
3.2.14. Teorema,- Sea d» una sentencia de (L ). • Si podemos encon-------------- T ^ t —
trar de manera efectiva un nCmero natural m^ con FV(m^,^), pode­
mos encontrar de manera efectiva el nfiraero natural = mînimo
{ n e w /  FV(n,*)}.
Demos tr a ci o n .* Si (J) es inaatisfactible, el caso es obvio. Suponga-
mos, pues, que ()» es satîsf a c t i b l e . Sea "K^ | "^+1 = hj" V ... V
"K jn +1 = h^" la disyuncion de sentencias équivalente a (f> en e^
o
pacios T j , dada por 3.1.2. Para cada t 6 {1,...,r } definimos 
por
= {(a,h^(a)) / a n^-tipo} .
Por 3.1.3, podemos suponer que si A es un espacio y E = (A),
se tiene que m^ ^  mînimo {n 6 w/ (E)" “ (E)"^^}*
Sea C el conj unto formado por todos los elementos de la for­
ma È = [(E*,...,E*, Ej,...,Eq), (sj , . . ,,8p)] , tales que:
(a) Ex is ten A^  ^, . . . ,A^ , , . . . , espacios T^, de tal forma
que se cumple:
i; - K- U j )
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(b) F. ^ son distintoB dos a dos.
(c) Sj,...,Sp 6 (I) - {0} y Sj,...,Sp < .
s . n  n s n  m n  n m
(d) (E*)  ^ X ° ... X ° (E*) P X ° (E^) ° X ” ... X ° (E )
6 fïj, ÿ , . . ; 2,, }•
hi
Para cualquier E = [(E * ,...,E ^ , Ej,...,E^), (sj,...,Sp)] 6 C,
CO nsi d e r e m o s :
n(E) * minimo {k G w / existen tj,...,tp, rj,...,r^ G w, ta­
les que:
(a) t^ £  8^ (m=l...p) y k = tj +...+ tp + rj +...
. . .+ r < m .q —  o
(b) Para todo t t  \  r !  r ' 6 w con
I p i  q
1  < s^ y r^ < r; < (m=l ... p,
n =1 ... q) se sigue que
* * I
t . n  n t „ n  r , n
(e J) X ” ... X ° (Ep) P X ” (Ej) X ” ...
n r '
... X (E ) G {E, , . . . ,E. } . } .
q hj
Sea k ^  = max imo {n(E) /È G C } . Por 3.1.3 podemos obtener k ^
de una manera efectiva. Es facil probar que k ^  = minimo {n G w /
/ F V (n,4.)) .
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3.3. (L^ J, - equivalencia para espacios .
Sean A espacio , a G A y A* subconjunto de puntos de 
A. Si a es punto de acumulaciôr. de A*, diremos que A* conver­
ge contra a , y escribiremos A* ---- ► a.
A partir de la nociSn de con j unto accesible, que introduciremos 
en primer lugar, estableceremos una clasificacion de las formas de 
convergeneia. A partir de esta c lasificacion, definiremos para todo 
n 6 w un conj unto finito S^ de tipos, los cuales seran definibles 
en (L^ w^t* Introduciremos la nociôn de espacio de tipo finito. El 
teorema principal es una caracterizacion, a traves de estos nuevos 
tipos, de la homeomorfîa para la clase de los espacios numerables 
de tipo finito. Se deduce, como consecuencia, que cada espacio de e£ 
ta clase tiene sentencia de Scott. Demos traremos, mediant e un contra 
ejemplo, que es necesaria en el teorema principal la bipotesis que 
af irma que uno de los dos espacios en cuestion es de tipo finito.
A partir del teorema principal, y haciendo uso del teorema de Lowe^ 
heim-Skolem, obtendreraos una caracterizacion de la (L^ ^-equiva- 
lencia para la clase de los espacios de tipo finito. Probaremos, 
por ultimo, que dicha clase no coincide con la formada por los espa^ 
cios Tg de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler.
(A) . Una clasificacion de las formas de convergencia.
Sean A espacio Tg y A* subconjunto de puntos de A. Para
todo n 6 0) definimos el juego J^(A*,A) de n movimientos o ju-
gadas entre los participantes I y II, de la siguiente manera. En 
cada m ovimiento, el jugador I escoge un numéro natural r y una
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secuencia .,a^ de puntos de A y , a continuacion, el jugador
II escoge una secuencia U^ ^  a , . . . ,U^ ^  a^ de abiertos de A. El
participante I vence en J^(A*,A) si, en el supuesto de que
son todos los abiertos escogidos por II a lo largo de las 
n jugadas, se tiene que A* Ç  ... W  . Diremos que el part ici.
pante I tiene una estrategia de victoria en J^(A*,A), si tiene una 
estrategia mediante la cual consigne, cualesqniera que sean los mov£ 
mientos de II, veneer en J^(A*,A).
3.3.1. D e f i n icion.- Sean A espacio Tg y A* subconjunto de puntos 
de A. Diremos que A* es acce s i b l e , si existe n 6 w tal que I
tiene una estrategia de victoria en el juego J ^ (A *,A ).
Es dec i r , A* es accesible si existe n G O) tal que: existen
r . G w , a. ... a G A t.q. para todo U, ^ a, ... U ^  a ...
1 Tf  ^ 1 1 Cf Cl
existen r^ 6 w , a j ... a^ G A t.q. para todo
... ^  a^ , se tiene que
A* G . . . U  V  . . . U  u| U  . . . U
1 n
3.3.2. Definicion de los tipos de convergencia.- Sean A espacio 
Tg, n 6 A y A* subconjunto de puntos de A con A*  a.
  , si A* es ac­
cesible. Escribiremos, entonces , A*
(b) Diremos que esta convergencia es de tipc 2 , si A* no es
accesible y existe un ahierto U à a ta! que A * H  U es accesible
2
Escribiremos, A* —---- »- a.
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(c)-Diremos que esta convergencia es de tipo 3 , si para todo 
abierto U ^ a se tiene que A * A  U no es accesible. Escribiremos, 
A* ----   »- a.
Es obvio que estos très tipos de convergencia son exhaustivos 
y excluyentes. Obsêrvese que para todo 8^,8^ 6 A con ^ y
A* subconjunto de puntos de A con A* --- ^  a^  ^ y A* *— -4- a^, se tiene:
A* -t-H. a, *  A* ^1 " ” “ 2*
3.3.3. Ej em p l o s .- (a) Consideremos el espacio {0} {J {1/n /n 6 w-{0}} 
con la topologîa generada por los abiertos de la forma {l/n}
(n 6 ü) - {o}) y {0} U {l/m / m ^  n) (n G u - {O}) . Entonces,
{1/n / n G w - {0}} 0 .
(b) Ses R la recta real con la topologîa usual y sea r G R.
Entonces,
r .
(c) Sea E el piano euclîdeo con la topologîa generada por
los abiertos de la topologîa usual y por los abiertos de la forma
{ (x,y)} siendo x ,y numéros reales con y ^ 0. Se tiene que para 
cualquier numéro real x ^ :
{ (x , y ) 6 E / (x , y ) punto aislado } — — »“ (x^,0).
{(x,y) G E / (x,y ) punto de acumulaciôn) — — > (x^,0),
(d) Sea Z el conj un to de los ndmeros e n t e r o s . Consideremos
el espacio Z U {+” ,-“ } con la topologîa generada por los abiertos 
de la forma {z} (z 6 Z) y por los abiertos del tipo
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^ % ) « donde:
U"*" = {+” } U  {z G Z / z > m}. 
U = {-“ } U  {z G Z / z < m } .
0 1 +«>
T e n e m o s :
Z — — *- +®
z
(e) Consideremos el espacio Z U  {1/n / n G w - {O}} U  {+<»,-«>} 
cuya topologîa viene definida de forma analogs a la definicion dada 
en (d); en este caso, los conjuntos de la forma {1/n} (n G w - {0}
son tambien abiertos.
-no 0 1 +00
Se tiene:
Z Ü  {1/n / n G Ü) - {0} } ~ — +- +“
Z {1/n / n G (1) — {0}}  ^ -no «
(f) Consideremos el espacio de todos los ordinales < w.w con
la topologîa del orden. Se signe:
2 8
{n < (0 .(1) / n punto aislado} ---->■ (o+ ... +(i) (n £  1) .
(g) Consideremos el espacio de todos los ordinales _< (0.(0 
con la topologîa del orden. Se tiene:
{p < (0.(0 / n punto aislado} — -— ► (o + .V. + (O (n > 1) .
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{ti £  ü).(i) / n punto aislado} — w .w , 
{w + .Y. +0)/ n 1} — t (1) .(0 .
(h) Consideremos el espacio de todos los ordinales < ü).ü)+ü)
con la topologîa del orden. Entonces:
(n < (o.u+u) / n punto aislado} — -— u.ü) .
S  1
{w +...+ w / n > 1}  *- U).(i) ,
Sea A espacio Tg. Obsêrvese:
(i) Si A * ,Ag son subconjuntos de puntos de A con A* G  A ^ ,
se tiene:
Ag accesible =  ^
(ii) Si A*,...,A* son subconjuntos de puntos de A y 
A* = A* U  ... U  A*, se tiene;
A* accesible < î A*,...,A* accesibles.
El siguiente lema, cuya demostraciên es inmediata, nos sera de 
ut ilidad mas ad e l a n t e . Cuando hagamos uso de êl, no baremos mène ion 
explicita de e l l o .
3.3.4. L e m a .- Sean A espacio Tg, a 6 A, n G w - {0}, m G u , 
A*,...,A* subconj un tos de puntos de A, ^ 1'''"* ® {1,2,3} con
A^ --------k a (k=l...n) y subconj untos de puntos de A
con • B* — /— ► a Ck=l . . .m) . Sean A* = A* W  ... U  A* \J B* [J ... {J B
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X =
3, si existe i G con X^ = 3.
2, si no existe i G {1,...,ni con X^ = 3, y existe 
i 6 con X- = 2,
2, si X^ = 1 (i=l ... n ) , y existe j G tal
que B* no es accesible.
1, si X = 1 (i=l...n) y B* es accesible (j = l...m).
Entonces, A* — -— * a.
(B) . Los tipos para (L^ w^ t ’
A partir de los très tipos de convergencia que hemos introduce
do en el apartado anterior, vamos a définir para todo n 6 w un con
junto finito S de tipos para (L ) ^ . La definicion es induc t i- 
n WjO) t
va sobre el conj un to de los numéros naturales. Definimos el conj unto 
de los 0 - t i p o s , S^, por
- C)
Para todo n £  1 definimos el conjunto de los n-t ipos t por
= P(((a,1)/a G S .} V  {(a,2)/« G S ,} U  { (a,3)/a G S ,}). 
n n— 1 n— 1 n — i
T e n e m o s :
0. {(*,!)}, {(*,2)}, { ( * , 3 ) } ......
Sean A espacio Tg, a G A y n G 0). Definimos el n-tipo 
de a en A , s (a,A ) , por inducciôn sobre n, de la siguiente
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forma:
s^(a.A) = *.
Para todo n £  1, definimos
s^(a,A) = {(a,l) / a e , A^ — — *■ a} U
{(a,2) / a G S^_J. A^ - a} V
{(a,3) / a G S^_j, A^ a}.
donde A^ = { a' G A / s^_j(a',A) “ a } •
Sean A espacio Tg, n G w y a G S^. Diremos que g es sa- 
tisfactible en A , si existe a G A con s^(a,A) = g. Obsêrvese que 
los unieos 1-tipos s a t isfactibles en algfin espacio Tg son 0 , 
{(*,!)}» {(*,2)} y {(*,3)}. El conjunto de los n-t ipos satisfact^ 
bles en A sera denotado por S^(A). Para cada n G ü) definimos 
la funcion E^ : — >■ w \J {»} por
E*(g) = numéro de elementos de A de n-tipo g.
Llamaremos espectro a cualquier familia E (A) = <E^(A)>^, dori
de :
1. A es un espacio Tg.
2. E^(A) = {(g,Ej(g))/g 6 S^(A)}.
Diremos, entonces, que E(A) es el espectro de A.
Sea E(A) = <E^(A)>^ un espectro. Sean m ,n G w con m £  n 
Para cualquier g 6 S^CA), definimos el m-tipo de g respecte a 
E ( A ) , (g)^, por inducciôn sobre m, de la siguiente manera:
(g)„ = *.
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Sea m £  1. Si a = 0, (a)^ = 0 ,  Si a = (( a ^ ,X ^ ( a ^ , )),
(a)jji = {(6 ,X^ g) / existe J C  {1 , . . . , r} con J A 0 tal que;
(a) 1 . (i 6 J) . 
(i 0 J) .
(b) X^ g estâ definida por
a, B
3, si existe i G J con X^ = 3 .
2, si no existe i 6 J con X^ = 3
y existe i 6 J con X^ = 2,
2, si X^ = 1 (i 6 J), y existe
«' 6 S ^ ( A )  tal que:
■ G.
2. A , no es accesible. 
a
1 , en otro caso , } .
O b s ê r v e s e :
A^, no es accesible j(a') = y no existe
a" G S (A) con (a',1) G a".
Por tanto, la definicion de (a)^ solo depende del espectro de A.
Para todo n > 1 y a 6 S vamos a introducir la nocion de
cuando g contiene * , por inducciôn sobre n. Diremos que g G Sj 
con tiene *, si a 4 0. Para n > 1, diremos que g contiens *, 
si existe (B,X)G a tal que g cont iene *.
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En los dos siguientes lemas, vamos a demostrar que varias pro-
piedades de interes que cumplen los tipos de Flum-Z iegler para
(L )  ^ son verificadas por nuestros tipos.
WüJ t
3.3.5. L e m a .- Sea E(A) un espectro. Sean a 6 A y m,n G w con 
m £  n. Entonces,
Demostracion: Procedemos por induce ion sobre m. El caso m = 0
es inmediato. Supongamos que el resultado es cierto para m-1, sien 
do m _> 1 . Por tanto, para todo n 6 o) con m £  n y a' 6 A;
Queremos probar que para todo n G w con m £  n y a G A, se tie^ 
ne que
(s„(a,A))^ = s^(a,A).
Sea a ” s (a,A). Sea (B,X„ „) G (s (a,A)) . Consideremosn et y p n m
todos aquellos elementos (et j , X j ),..., (a^ , ) G s^(a,A), y todos
aquellos elementos , . . . , G S^_j^(A) con Ag — /—  ^ a (i=l...q), 
taies que:
- B-
‘ ••• - (B^)„_i - 8.
Por la hipôtesis de inducciôn, tenemos que para cualquier a' 6 A:
= G %_i<^a',A) G {aj,...,ap,6 j ...... g^}.
Por tanto,
Aç - U  .. . U  A^ V  A U  ... U  A .
 ^ p i  q
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Se sigue que
Ag — a .
Esto es, (g,X^ g) G s^(a,A).
Sea (6 ,X) G s ^ ( a ,A ) . Consideremos todos aquellos elementos 
(aJ,X J ( a ^ , X p )  G s^(a,A), y todos aquellos elementos
6 S^ j(A) con Ag — /— a (i=l ... q) , taies que:
C«l)m-1 = ••• = (ap)m-l = 6 '
” ••• “ ^ ^ > m - l  ' ^ •
Se sigue, por la hipôtesis de induce ion, que
Ag = A^ (J . . . \J A^ {J A g  \J . . . {J A g ,
Por tanto, X = X „. En consecuencia, (B,X) G (s_(a,A)) ._J
y P Tl IR P
3.3.6. L e m a . - Sea E ( A) un espectro. Sean k,ra,n 6 ü) con 
k £  m £  n. Entonces:
(a) Para todo a G S^(A) existe B G S^(A) con a = (B)^ .
(b) Para todo a G S^(A) A  (A), a = (a)^ .
(c) Para todo a G S^(A) , ( k ^®^k*
Demo s t rac ion : Los apartados (a) y (c) son corolarios inmediatos de
3.3.5. Comprobemos (b). Se prueba facilmente por inducciôn sobre 
m G ü) - {o) :
(1) Para todo a 6 S^(A):
Si a contiene *, (a)^ cont iene *.
Teniendo en cuenta (1) podemos demostrar, procediendo de nuevo por
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inducciôn sobre m 6 w - {0 }:
(2) Para todo g G S^(A):
Si g no contiene * y g 0 S ^ ( A ) , (g)^ contiene *.
(3) Para todo g G S^^CA) A  (A) :
Si g no contiene *, g = (g)^.
Supongamos que g G S ^ ( A ) A  S ^ (A). Si m»n, se deduce de inmediato 
que g = (g)^. Si m 0 n , se tiene que g no contiene *. Por 
tanto, g = (g)^.
Por lo demostrado en 3.3,5 y 3.3.6(b), se deduce que la expre- 
sion "a tiene tipo g en A" carece de ambigüedad. Dado un espec­
tro E(A), podemos dotar a la union disjunta de los conjuntos S^(A)
de una estructura de ârbol, definiendo sobre dicha union una relac ion
< de orden parcial, de la siguiente manera:
a < B <==o g G S^(A), B 6 S^(A), m £  n y g = (B)^ ,
Al contrario de lo que sucede con los tipos para ^
es cierto en general que dados A espacio Tg, U abierto de 
A, a 6 U y n 6 w, se tenga que s^(a,U) = s^(a,A). Demostremos 
esto. Consideremos el conjunto de todos los ordinales menores que
con la topologîa del orden. Por tanto, w U  {w} es un abierto 
de ü)+(i). Se tiene:
Sj(üj, (ü U  {w}) = {(*,!)}.
8j(ü), (ü+w) = {(*,2)}
— 7 5 —
(c ). Una caracterizacion de la (L^ ^-equivalencia para espacios
X 3 de t ipo f i n i t o .
Un tipo complète y es una secuencia («„),, con a„ 6—  *------- *—--  nu) n n
(n G w ) . El conjunto de les tipos complètes serâ denotado por S^. 
Sea A espacio Tg. Para todo a 6 A definimos el tipo complète de
a en A por s ( a ,A) = (s^(a,A))^. Para cualquier y tipo complete,
diremos que y es satisfactible en A , si existe a G A con 
s(a,A) = y. El conjunto de todos los tipos complètes satisfactibles 
en A serâ denotado por S ^ ( A ) .
3.3.7. Definic i o n e s .- Sea A espacio Tg.
(a) Diremos que A es de tipo finito, si S^(A) es finito.
(b) Diremos que A es de tipo numerable, si S^(A) es num£
ra ble.
Para cualquier A espacio Tg, definimos la funcion
• 0^0- --- ^ ü) U  {«>] por
E^(Y) = numéro de elementos de A de tipo complète y.
3.3.8. L e m a .- Sean A, B espacioS Tg, con A de tipo numerable. 
Entonces:
A 5^ B — r-... = E®.
W 2 W 00
Demostracion: Para cada n G w y cada a G S^, vamos a construir 
una formula 0” (x) de (L^ w^t* Procederemos para ello por inducciôn
sobre n. Para todo A' espacio T~, n G üt, a G S y a' G A',
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tendremos;
A' ^  0^ [a ' ] <— "f" s^(a ' , A ’) « o.
Para n = 0 definimos 0” (x) por x * x. Sea n £  1, Snpo^ 
gamos que para cada a 6 S^  ^ tenemos construida la fôrmula 
O” ^ ( x ) . Sea B 6 S^. Queremos définir la formula 0” (x). Para 
cualquier a 6 S ^ _ ^ , definimos:
X
... V  3 ... g y ^  VY| à yj ... VY; 3  y^
rkGU)
Vz (Oj~^ (z)  ► "z G Y j U  . . . U  Y^ U  . . . 1/ Y| 1/ . . . V
y 1 ") .
= 3  ^ ^  X V  V  i y, ^y  V Y . 3  y, ...
keo) r^eo) 1
... VY^ h ... V 3^ 1 '*3^1  ^^ 1 **■
rkGo)
. VY 3 y,. Vz
^k ^k
( (z G X A 0 ^ " \ z ) )  --^ "z G Yj U  . . . U  Y^ U
.. U  y ! (y . . . U  Y ' ")
k
Es claro que las propiedades " (g,1) G s^(x)", "(g,2) 6 s^(x)" y 
"(g,3) 6 s (x)" son expresables en (L ) . Para X = 1,2,3 sea
“ U) J W t
$ 2^ - (g 6 S _^2 / (g, X ) 6 g} ,
Definimos Og(x) por
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= A " ( « , 1 ) 6  s„(x ) "  A ^(?r(x) /\ «,!) / ' "(«.2) G s (x)"
«G$2 " «G$2
A "(«,3) 6 s (x)" A  ^  VX 3  X
«6$g «0$2 U $2 ^  3^
= n - l
^ z ( z G X A z f x A  0” ^(z)),
Se sigue que 0„(x) es una formula de (L ) .
p W 2 Ü) t
Sea Y = (g^)^ un tipo completo s a tisfactible en A. Sean:
1 . 0 (x) = /\ O" (x).
' nGoj n
2. ((i^ = "existen exactamente (Y) elementos de tipo y "*
Def inimos
Tenemos
i/' = V X ^  0 ( X ) A ^
YGS„(A) ^ Y6S_(A) ^
1. fp. es una sentencia de (L ) . .A WjW t
2. Para cualquier A ’ espacio T g  :
A' k  E^ = E^' .
Como A =*" B, se sigue que B k  ’i'. • Por tanto, E^ = E®. _|OJ 2 W ' A  00 TO ^
3.3.9. Corolar i o .- Sean A ,B espacios Tg con A ^ B , Entonces:
(a) Si A es de t ipo finito, B es de tipo finito.
(b) Si A es de tipo numerable, B es de tipo numepajÿ'lié'.'.'-/
BIDUIOTECA
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3,3.10. Ejemplos.- (a) En cualquier espacio discrète, el Gnico tipo 
completo satisfa c t ible es (*, 0, 0,...).
(b) En cualquier espacio Tg sin puntos aislados, el unico tipo 
completo satisfactible es C*, {(*,3)}, {({(*,3) },3) . Para
demostrar esto se puede procéder de la siguiente forma. Si el espa­
cio en cuestion es numerable, considerando el teorema 3.1.4. Si el 
espacio en cuestion no es numerable, haciendo uso del teorema de 
wenheim-Skolem.
(c) Sea A el espacio {0} V  {1/n / n 6 w - {0}} con la top£ 
logîa generada por los abiertos de la forma {1/n} (n G w - {0}) y 
{ 0 } U { l / m  / m 2  n} (n G 03 - {0}). Sea Q el conjunto de los numé­
ros racionales. Sea B el espacio [0,l]f^Q con la topologîa gene^
rada por los abiertos de la forma {q} (q f 0) y
{0} U  {p / 0 < p < q} (q 0 0).
Se observa que A y B son espacios Tg de tipo finito. Para
Y = (*, {(*,1)}, {(0,1)}. {(0,1)},... ) tenemos:
E^(Y) = 1, E®(Y) » 0 .
Para Y' = (*, {(*,3)}, {(0,3)}, {(0,3)},...):
El(Y^ = 0. E®(y') = l .
Para Y" = (*, 0, 0, . . . ) :
E*(Y") = E®(Y") = «.
Cualquier otro tipo completo es insatisfactib1e tanto en A como en 
B.
(d) Sea Z el conjunto de los numéros enteros. Sea
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A = Z 1/ {+", con la topologîa generada por los abiertos de ti­
po {z} (z G Z) y por los abiertos de la forma (m 6 Z),
d o n d e :
*= {+«“} U  {z 6 Z / z > m } ,
U = {-“ } (J {z G Z / z < m} .
m
Sea B el espacio Z U  {1/n / n 6 w - {o}} V  {+“ , , cuya topol£
gîa viene definida de manera analoga a la definicion de la topologîa 
de A; en B, los conjuntos de la forma {l/n} (n G (ü - {0} ) son 
tambiën abiertos.
Es claro que A y B son espacios Tg de tipo finito. Sean;
Y = (*, {(*,!)}, {(0.1)}. {(0,1)},... ) ,
y ' = (*, {(*,2)}, {(0 ,2)}, {(0 ,2)},... ) .
y " = (*, 0, 0,...) ,
T e n e m o s :
E«(Y) = 2, E®(Y) = 0 ,
E*(Y ' ) = 0, E®(y  ' ) = 2 ,
El (Y ") = E®(y ") = «.
Cualquier otro tipo completo es insatisfactib1e tanto en A como 
en B .
Nuestro resultado mas interesante expresara que el recîproco 
del lema 3.3.8 es cierto, si A es de tipo finito- Vamos a compro 
bar a continuaciôn que dicho recîproco no es cierto en el caso mas 
genera 1.
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3.3.11. Contraej e m p l o . - Consideremos el ordinal con la topolo^
gîa del orden. Se tiene que es el mener ordinal de tipo no fi­
nito. Es fâcil observer que cualquier ordinal < w tiene un solo t^ 
po completo satisfactible; w V  (ü)}, dos; wo) U  {w-ii)}. très;
y,en general, w" V  {(i)” } tiene exactamente n+l tipos completes 
satisfactibles. Sea ,Y 2 »''' la secuencia de todos los tipos
complètes satisfactible s en . Tenemos:
Y q “ 0, 0, . . .).
Y2 = (*, {(*,2)}, {(0.2)}. {(0,2)},...).
Y 2 = (*. {(*,2)}. {(0,2) , ({(*,2)},2)}, {(0,2) , ({(0,2)},2)},
{(0.2), ({ ( 0,2)},2)},...).
Tene m o s :
s (0,w“ ) = Yq . 
s ((i),0)“ ) = Y 1 .
s (ü).ü), w “ ) = Y 2 .
Si Y 2^ = (oQ,a2 .«2 * • • • ) . se sigue que °‘k+2 °" ' *
Vamos a définir los dos espacios Tg de nuestro contraej emplo 
partir de w^. Sea A' el espacio de todos los ordinales < w co 
la topologîa del orden. Sea A el espacio résultante de sus ti tuir 
en A' cada C G u) por con la topologîa del orden. Sea B
el espacio de todos los ordinales £  con la topologîa del orden.
Consideremos la sentencia
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= ] X VX 3  X y Vy ("el tipo completo de y es Y ^
nGü)
— -- *• y 6 X) .
E n t o n c e s :
A T"*» .
B f=r (j) .
Por tanto, 'A 5?^  .
Demostremos que E* = E®. Para cualquier tipo completo
Y ■ y cualquier n 6 w, sea y[n] = a^. Definimos el tipo
completo Y* = (*,B ^ .^2 »• ••  ^ pot
^n+1 “  ^(Ykt"l ’ 3) / k 6 w} .
Se sigue;
1 , si Y = Y * .
®, si existe k G w con Y = Y .
0, en otro caso.
Ef:(Y) = E®(y ) =
El ârbol de tipos correspondiente a los espectros de A y B 
tiene la siguiente forma:
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\
\
\
It
—  Q3 — *
Obsêrvese que para todo A espacio T ^ , se tiene:
A es de tipo finito < = >  existe n^ G w tal que:
(1) Para todo n 6 oj con n >n^ y a,a' 6 A:
(a,A) = (a',A) => s^(a,A) = s^(a',A).
Si A es de tipo finito, el m e n or n^ que cumpla (I) sera 
denominado caracterîstica de A y sera denotado por c(A).
Dados A y a ^ ,...,a^ G A, denotaremos por {a j ,...,â^ .
...,a^} al conjunto {a ^ , .•. , a ^ ,a ^ ,.,.,a ^ ). El siguiente lema 
se prueba facilmente a partir del teorema 1.1.10.
3.3.12. L e m a Sea R una relac ion binaria y simêtrica entre espa­
cios topolôgicos numerables (A ,a ^ ... a^) con un numéro finito de
elementos d i stinguidos. Supongamos que en la situac ion (A,a^...a^)
R (B,bj^...b^) se cumplen las dos siguientes condiciones:
(1) Para todo a , G A - {a a  } existe b ,, G
m + 1 1 m m+1
G B - {bj,...,b^} tal que
(A,3i...am R (B. ^m+1^'
(2) Para todo i G {1 ,.. .,m } y U ' ^ a ^  abierto de A,
existen U abierto y cer rado de A y V abierto y cerrado de B,
taies que:
(a) a^ 6 U Ç  U ' - {a^,...,a^,...,a^} ,
bj G V Ç  B - {b^ , . . . . . . ,b^} ,
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(b) ( A - U ,  a, ... a. ... a ) R ( B - V ,  b , ... b. ... b ).
i 1 m 1 1 m
(U,a^) R (V,b^).
En tonces:
(A,a, ... a ) R (B, b, ... b„) (A,a, ... a ) (B,b,...b )1 m i i u  i m  i m
Para cualquier A espacio T^, definimos = LV E * .
______ nSü)
Por lo demostrado en 3.3.5 y 3.3.6(b), se sigue que E^ estâ bien
definida. El teorema principal va a expresar que si A, B son esp^
cios numerables, con A de tipo finito:
E* = E® = »  A B.
Los très siguientes lemas, que expresan propiedades sencillaa de los 
tipos de convergencia y de los conjuntos accesibles, nos serân de 
ayuda para poder construir una relac ion R que cumpla la hipôtesis 
del lema 3.3.12. La demostracion del primero de ellos es inmediata.
3.3.13. L e m a .- Sean A espacio T^, U abierto de A, a 6 U, 
n G w y a 6 S^(A). Se tiene:
(a) A^ — --  ^  ^ U — ---  a.
2
(b) A^ ------► a y A ^ ^ ü  no accesible ==?■
» A ^ p  U -- ----*■ a.
( c ) A^ -- ----► a = »  A^ n  U --   ► a .
3.3.14. L e m a . - Sean A, B esp'acios con = E®. Sean n ^  1,
a G A, b G B con s^(a,A) = s^(b,B) y a G S^_ ^ con
A^ -- ----► a y    *■ b. Entonces, si existe un abierto U a
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con O  (A-U) infinito, ge sigue que existe un abierto V ^ b
con ®Q( O  (B~V) infinito.
Demos t racion ; Como    ► a, si A^ O  (A-U) es infinito se
sigue que existe a' 6 A-U tal que a ' es punto de acumulaciôn de
C\ (A-U) . Por tanto.
Como = E®, existe b ’ 6 B con b ^ b ’ y s ( a ',A) = s (b',B).
Por cons i g n i e n t e ,
Como B es un espacio Hausdorff, existe un abierto V ^  b tal que 
B^ ri (B-V) es infinito.
3.3.15. L e m a .- Sea A espacio T^ numerable de tipo finito. Scan
n^ = c(A) y r = card (S (A)). Sean a 6 S^ (A) y U abierto y
c e rrado de A, Entonces:
A^ U accesible ==?> 1 tiene una estrategia de victoria
en J^(A^ n  U,A) .
Demostr a c i o n ; Sea m - mînimo (n G oi / I tiene una estrategia de
victoria en J ^ ( A ^ ^  U , A) } .
Hemos de probar que m £  r. Vamos a procéder por reduccion al 
a b s u rdo . Supongamos,pues, que r < m. Por 3.1.4, podemos considerar 
a A como un w-ârbol con la topologîa induc i d a . Sea ■d el orden
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de dicho (u-arbol. §e sigue que existen 8 G S (A) y un conjunto
"o
infinito A* = { , a ^ , . . . , , . . . }  de puntos de U con
a a, <? ... <? a <î ...» tales que: o 1 n ^
1. (a^,A) = 8  (n G w ) .
2. A ^ A  U ----" a (n G w) .
a ' ' n
Eg claro que A* no es accesible. For tanto, A ^ U  no serîa acc^ 
sible, lo cual es falso.
Es sabido, se deduce incluso de 3.1.4, que la topologia de 
cualquier espacio T^ numerable tiene una base formada por conjuntos 
cerrados. En el siguiente teorema haremos uso de este hecho.
3.3.16. T e o r e m a .- Sean A, B espacios T^ numerables, con A de t^ 
po finito. Entonces:
E* = E® ==*• A B.
Demostracion: Definimos la relacion binaria R, entre espacios topo-
logicos con element os distinguidos, de la siguiente forma:
(A',aj...a^) R (B ',b ^ . . .b^) <=» (a) A' y B ' son espacios
numerables de tipo finito y aufa^, b^^bj (i/j, i ,j 
G {1,...,m}).
(b) E*' = E ® '.
(c) Sea n^ = c(A') = c(B'). Entonces, para todo 
i G {1,..., m}:
(a.,A') = s^ (b^,B').
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Vamos a demostrar que en la situacion
se cumplen las condiciones (1) y (2) del lema 3.3.12. Sea
G A' - {a j , . . . , a^) . Tor las condiciones (b) y (c) de la défini^
cion de R , existe b ,, G B' - {b,,...,b } ta 1 que s (a ,,,A*) =fn-r I 1 m n^niT-i
= ®n (hm+1'®')" tanto, (A',a^...a^ a^^^) R (B*,bj ... b^ t^fl)'
o
Comprobemos la condicion (2). Sean i G {l,...,m} y U' 2k a^
abierto de A'. No perdamos de vista en lo que resta de demostra-
A ’ B '
cion que s (a.,A') = s (b .,B '). Como E = E , teniendo en
cuenta 3.3.5, se sigue que para todo n G w s^(a^,A') = s^(b^,B'). 
Nuestro primer objetivo es encontrar entornos U ^  a^, V 3» b^ 
abiertos y cerrados suficientemente p e q u e n o s . Sea ^  a^ abierto
de A', tal que:
1. U ’ ^  U ' .
2. ay e (jfi, j 6 { l ,...,m)).
3. Para todo a G con a ^ se tiene que
s^ (a,A') G {«6 S^ I A^ ----► a^}.
Sea = S^ (A') = S^ (B'). En primer lugar, vamos a définir para
o o
cada a* G un abierto ^  a^. Distinguimos cinco situaciones
Si tuacion (a)
y existe un abierto W ^  a^ tal que 
A^^ ^  (A'-W) es infinito .~ Definimos = W.
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Situacion (b)
a^ y no existe un abierto W à a^ tal que
(A'-W) es inf ini to r Definimos = A'.
Situacion (c)
A ' *    *■ a.." Sea W à a. tal que A * . /^ W es accesible.
a* X 1 a
Definimos = W.
Situacion (d)
® i ” Como la topologîa de A ' tiene una base form^
da por conjuntos cerrados, se deduce de 3.3.15 que existe un abierto
W à a^ tal que A  (A'-W) no es accesible. Definimos = W.
Situacion (e)
A^^ no converge contra a^ T Definimos = A'.
Consideremos un entorno U ^  a^ abierto y cerrado con 
U Ç  u ’ C\ (. /O U ) . Para cualquier a* 6 $* en la situacion (b), 
de finimos
p(a*) = cavàik'^^ f~\ (A ' -U) ) .
Teniendo en cuenta 3.3.14 y que s^ ^j^(a^.A') = s^ ^j(b^.B'), pode 
mos procéder de manera similar con b^ (tomando para todo a* G 0* 
el abierto correspondiente ) y c o n s iderar un entorno suficien-
temente pequeno V 5  b^ abierto y cerrado,y tal que para todo 
a* 6 4>* en la situacion (b) se tiene que
p(a*) = card (B^^ (B'-V)).
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Para probar que (U,a^) R (V,b^), vamos a construir una fun- 
ciôn f que a cada n-tipo a le va a hacer c o r responder un n-tipo 
f(a) (n 6 (d) , de tal manera que para todo n 6 w , c G U y d G V ,  
se cumplira:
s^(c,U) = f(s^(c,A')). 
s^(d,V) = f(s^(d,B')).
Para e l l o , vamos a définir previamente una f une ion
M : LV X {1,2,3}  ► (1,2,3). Sean n 6 o) y a G S con
nG(i)
A ' ----► a.. Definimos:
a 1
1. si a ; a. .
2, si A^ ---   a^ .
y ( a , 1) = 1. 
y (a , 2 ) = I
y ( a , 3 ) = 3 .
Para los demâs c as os es indiferente el valor que tome y. Se deduce 
a partir del lema 3.3.13 que para todo n G to, a G S ^ , c G U, d G 
V y X G {1,2,3} se tiene:
( + ) I. A^     ^ c ==» A ^ n  U — c.
Definimos f por induce ion sobre n. Si n = 0, definimos f(*) = *. 
Sean n ^ l  y a 6 . Si a = 0, f ( a ) = 0 .  Si
ot — {(ctj,Xj^},...,(ot^,A^)},
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f(a) = { ( 8, A g) / existe J Q. { 1 , . . . , r } con J ^ 0 tal que
(a) 1. f(a^) = 8  (i 6 J) ,
2. f(a^) ^ 8 (i 0 J) ,
(b) A_ esta definida por
3, si existe i G J con y(a^,Aj) = 3.
2, si no existe i 6 J con y(a^,A^) = 3 ,  y existe 
i 6 J con y(a^,A^) = 2.
2, si p(a^,A.) = 1  (i G J), y existe a 6
tal que:
1. f(a’) = 8
2. A^,
1 , en otro caso -} ,
Teniendo en cuenta (+), es facil probar por induccion sobre n 
que para todo n 6 (O, c G U  y d G V ,  se tiene :
s^(c,U> = f(s^(c,A')) ,
s^(d,V) = f(s^(d,B’)) .
Sean n G w y 8 6 S^. Se sigue:
E^(8) =
w, si existe ct 6 S^ con f(a) = 8 y A^
1, si f(s^(a^,A')) = 8  y no existe a G con f(a) = 8
0, en otro caso , '
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E*(8) =
si existe a G con f (ot) = B y --- >■ b ..
1, si f (Sj^(b^,B* ) ) = B y no existe ot 6 con f(a)
y B. b,.
0, en otro caso ,
Por tanto, = E ^ . Se deduce de inmediato que ( U , a ^. ) R (V,b^).
Vamos a demostrar ahora que ( A '-U , a . . . â . a^) R 
R (B '-V ,b J ...b ^ .b ^ ) . Se deduce a partir del lema 3.3.13 que para 
todo n 6 (0 , a G S , c G A'-U, d G B'-V y A G {1,2,3}, se t i
1 . A A^ n  (A'-U) ---
B ^ n  (B'-V) d .
Es facil probar por induce ion sobre n que para todo n 6 w , 
c G A'-U y d G B'-V, se tiene:
s^(c,A'-U) = s^(c ,A') .
s^(d,B'-V) = s ^ ( d , B ’) . 
Sean n G ti) y a 6 S . Tenemos:
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EA'-"(a) =
E* (a), si no converge contra a^ .
«>, si A^---- »• a^ y H  (A'-U) es infinito ,
p(a*) +...+ p(a^), si se cumple;
1. n < no ,
2. A ^  *- a^ y A^O(A'-U) es finito.
3. a*,...,a* e .
4. Para todo a* G $*:
(a*)j^  = a <=*» Of* G (a* , . . . ,a ,
p(a*), si se cumple:
1- " 1  " o -
2. A ^ ----»- a^ y A^ (A'-U) es finito
3 . ( a)_ = a * .
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B' »
E (a), si no converge contra ,
<», si B^ --- >■ b^ y B^/^(B'-V) es infinito.
p(ot*) +...+ p(a*), si se cumple:
1. n < Uq .
2. B ^ --»■ b^ y B^pJ(B'-V) es finito.
3. a*,... ,a'^  6 $*.
4. Para todo a* 6 $*: (a*)^ = a <==î> a* 6 {oÇ, .
p(a*), si se c u m p l e :
1 • n > %  .
2. B^  V b^ y B ^ n  (B’-V) es finito.
3. (a)^ = a*.
Se sigue que ^ = E® ^ . Por tanto, (A'-U, a ... a .
R (B'-V, bj ... bi ... b ^ ) .
"m> ®
Hemos demofitrado que R cumple la hipôtesis del lema 3.3.12. 
Obsêrvese que A R B. Por c o nsiguiente, A =*" B .
El siguiente resultado express que todo espacio T^ numerable 
de tipo finito tiene sentencia de Scott.
3.3.17. Corolar i o . - Sen A espacio numerable de tipo finito. Existe una
sentencia i*/. de (L ) tal que para cualquier B espacio T_ numerable, se tie^  
A C J
B e  «A-
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Demostracion .* Sea la sentencia que se construye en la demos tra
c ion de 3.3.8. Por tanto, para cualquier B espacio T g :
= E® 4 = 0  B ^  t|>A-
Si B es numerable, tenemos por 3.3.16:
A g   o B *= H
Queda abierta la interesante cuestion de si todo espacio nu
merable tiene sentencia de Scott. Por el contraejemplo 3.3.11, los e£
pacios numerables de tipo no finito no tienen en general como sen­
tencia de Scott a la dada por el lema 3.3.8.
El siguiente resultado es mâs general que el teorema 3.3.16.
3.3.18. T e o r e m a .- Sean A, B espacios T g , con A de tipo finito. 
Entonces:
A =*^  B E^ = E®.
WjO)
Demostracion : Sea la sentencia construida en la demostracion de
3.3,8. Supongamos que A =*" B . Se sigue que B |= Por tanto,
E* . E».
Para demostrar el otro sentido, vamos a procéder por reduccion 
al absurdo. Por consiguiente, suponemos que E^ = E® y que existe un 
sentencia (p de (L^  ^ tal que A 1= (p y B ^  '('(>• Tendrîamos:
A V= T3 A t|/A A (»
® Î3 ^ 'Pa A l<f> .
Por el teorema de Lowenheim-Skolem para (L^ ^ , existirian A' y
 ^ A ' B '
B' espacios T_ numerables de tipo finito con E = E , A' (= (f>
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y B' ^  T (f). Es to es con t rad ic tor io con lo demostrado en el teorema 
3.3.16.
3.3.19. C o r o l a r i o .- Sea A espacio de tipo finito. Existe una sen 
tencia de (L^  ^ tal que para cualquier B espacio T^, se
t ie n e :
B B *A-
Las de f inic iones que hemos introducido en esta secciôn 3.3 para
espacios pueden se.r consid eradas para espacios topolôgicos cuales-
quiera. Entonces, es fâcil comprobar que los teoremas 3.3.16 y 3.3.18 
no son ciertos, si en las respectivas hipôtesis suponemos que los espa_ 
cios A ,B en cuestion son T 2 en lugar de T g .
(D). Algunas otras consideraciones sobre espacios T j de tipo finito .
En este ultimo apartado, para evitar confusion, los tipos de 
Flum-Ziegler seran denotados por a , 6,... y nues t ro s tipos por
a ,B ,... . Un tipo completo en el sentido Flum-Ziegler es una secuen
cia (a^)^ con G (n G w ) . Sea A espacio T^. Se dice que
A es de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler, si el cardinal del 
conjunto de los tipos completos en el sentido Flum-Ziegler satis fact£ 
bles en A es finito.
Vamos a définir por induce ion sobre n la siguiente f une ion
g : LV S ---- >■ [_J T . Si n = 0, definimos g (*) = *. Sean
n6(ü nGü)
n ^  1 y a G S^. Si a = 0, g(a) = 0 .  Si a = f ,A ^ ),...
■ • • » (ct^  , X^) } , g(a) = { g (aj ) , . . . , g (a^,) } . Se demuestra de inmediato
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por induccion sobre n;
(+) Para todo A espacio T^, a 6 A y n G w, se tiene: 
t^(a,A) = g(s^(a,A)).
Para cualquier n G w y cualquier a 6 sea
= (a G / g (a) = a}. Por ( + ), se sigue que para cualquier A 
espacio y a G A:
t^(a,A) = a < = >  s^(a,A) 6 $- ,
Por tanto, todo n-tipo en el sentido Flum-Ziegler se corresponde con
un conjunto de n-tipos en nuestro sentido.
Se deduce de ( + ) que cualquier espacio T^ de tipo finito en 
nuestro sentido es de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler. Vamos a 
probar a continuaciôn, mediante el siguiente contraejemplo, que el r£ 
cîproco no se cumple.
3.3.20. Contraej e m plo. - Para cada n 1 vamos a construir un w-arbo 
t " con una unica raîz, y a considerar en êl la topologîa inducida. F 
jemos, pues, un numéro natural n ^  1. Sea a^ la raîz de . Tod 
los conjuntos que consideremos para la construcciôn de T*' seran dis 
juntos dos a dos; la raîz a^ no p e r tenecerâ a ninguno de ellos. Va­
mos a considerar conjuntos infinitos numerables de la forma 
a {(0.2)), ^{(0,3)}^ > 1). Se supone:
(i) Para cualquier conjunto de la forma » 2)} y cualquie
b 6 el cono de b esta definido de la siguien
te manera;
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!■ N(b) t
2, Para todo n ^  1, N(b^) = 0
\ y
(ii) Para cualquier conjunto de la forma (0,3)} y cualquier 
b G Ag 3  ^^ e 1 cono de b esta definido de la siguien­
te manera:
1. N(b) = {b J ,...,b ^ ,...}.
2, Para todo n,k _> I:
N(bjj) = {b|^'*'h .
t f '
I r I
I I I
Se cumplira que cualquier punto de cualquier conjunto de la forma
 ^^ ^  tendra por tipo completo en t ” a (*, {(*,2)}, {(0,2)},
{(0,2)},...), y que cualquier punto de cualquier conjunto de la fojr
{(0,3)} 
a
{(0,3)},...).
Def i n i m o s :
ma tendra por tipo completo en a (*, {(*,3)}, {(0,3)}
i. H(._) . a ‘
O I
- 98 -
2. Para todo k G {1,...,n - 1}, , y a G A ^ ,:
N(a) = A ^ \
k ■ k
3. Para todo k > n .  A ,  y a G A ,
—  a a
N(a) = ^
0 ^ { ( 0 , 2) }
l“n-l
0 ^ {(0,3)} + Vv>
Sean l G A^ G A'
n- 1
Obsërvese que
{(0,3)} ‘n-1 y ’*^{(0,3)}
Por tanto, s^(a^_j,T ) #
1* (Sg ,T") . Se comprueba fâcilmente que para todo k G {l,.,.,n}
k + 2 ^ ® n ’^ ^se tiene que s^^g(a^_^,T ) , - "  '^k+2^^n-l ' ®’
tintos dos a dos. Por tanto, en bay mâs de n tipos completos
en nuestro sentido satisfactibles (se puede comprobar que exactamente
bay n + 4 ). Consideremos la suma topologica ^ t ” de los espacios
n> 1
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. Se sigue que ^ no es un espacio de tipo finito en nuestro
n^l
sentido. S in embargo, ^ es un espacio de tipo finito en el se£
n^l
tido Flum-Ziegler. Los unicos tipos completos en el sentido Flum-Zie­
gler 8 atisfactibles en ^ t ” son:
n^l
Yj = (*, 0. 0. 0, . . . ) ,
Y 2 = (*, {*}, {0}, {0},...) ,
Y 3 = (*, {*}, {0 ,{*}}. {0 ,{0 },{0 ,{*}>},
{0,{0}, {0,{0},{0,{*}}}}, .. .) ,
3.3.21. Observac i o n .- En [l] se e f ec tua la siguiente clasificacion 
de las formas de c o n v e r g e n c i a . Sean A espacio T ^ , a G A y A* su^ 
conjunto de puntos de A con A* ----*■ a. Entonces:
1. A* converge infinitamente contra a, si para todo abierto 
U a existe un abierto V ^  a con V <C U , de tal manera
que A* O  (U-V) es infinito.
2. A* converge f ini tamen te contra a, si para todo abierto
U à a se tiene que A* O  (A-U) es finito.
3. A* converge mixtamente contra a, si existe un abierto
U à a tal que A * ( A - U )  es infinito y A * U  converge 
finitamente contra a.
Se tiene que estos très tipos de convergencia son exhaust ivos y exclu 
yentes. Sea A espacio T ^  de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler.
Para todo n G w y a 6 denotaremos A—  = {a G A/ t^(a,A) = a}.
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Para cualquier a 6 A, si A—  converge inf initamente contra a, fi.
nitamente contra a, mixtamente contra a, escribiremos A— ------*■ a,
A—  -- ---->- a, A—  -- ----► a, respectivamente. Se dice que A es un es­
pacio s in convergenc ias mixtas, si para todo n 6 ü), a G y à G A;
A- ------ . a  > A -   ^ a 6 A- — ^ ^  a .
En [l, teorema ?] se tiene una caracterizaciôn de la homeomorfîa para 
la clase de los espacios numerables de tipo finito en el sentido 
Flum-Ziegler s in convergencias mixtas.
Vamos a comprobar que cualquier espacio A de esta clase es 
de tipo finito en nuestro sentido. Sean n 6 O), ot G y a G A.
Es claro que
(1) A- — ^ " a ---- => A- — ^ ^  a ,
Supongamos que A—  no converge f initamente contra a. Si consideramos 
a A como un w-ârbol con la topologîa induc ida (vêase teorema 3.1.4), 
es facil observer:
A—  ------ ► a ô A—  ------ ► a f existe a* G A con
Por tanto;
(2) A-    >■ a = — s. A-    a.
Vamos a définir por induccion sobre n la siguiente f une ion
Sean n 2  1 y
a G . Si a = 0 ,  f(a) = 0. Si a = { a j , . . . , a ^ } ,
f (a) = { (f (a^ ), Xj ),..., (f (ttj.) , X^) } donde
(k=l...r)
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1, si A—  converge finitamente contra algun 
“ k 
a G A .
3, en caso contrario.
Obsërvese que f es inyectiva. Teniendo en cuenta (1) y (2), es fâcil
nrcbar por induccion sobre n que para todo n G w y a 6 A;
s^(a,A) = f(t^(a,A)).
Por tanto, A es de tipo finito en nuestro sentido. Teniendo en cuen­
ta que los tipos de convergencia infinito, finito y mix to son défini-
bles en (L^ lo^t’ posible aplicar el teorema de Lowenheim-Skolem
y probar que el anterior resultado es c 1 erto aun en el caso en el que 
A no es numerable.
Para espacios T^ en general, tenemos lo siguiente:
1. To da convergencia de tipo finito es de tipo 1.
2. To da convergencia de tipo mix t o es de tipo 1 6 de tipo 2.
3. Toda convergencia de tipo infinito es de tipo 1, de tipo 2
6 de tipo 3.
Obsérvense los ejemplos mostrados en 3.3.3.
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